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Vorwort 

des Heransgebers. 

Der Name des Russischen Mathematikers P. L. T s ch e- 
byscheff ist hinreichend bekannt, um für sich selbst 
zu sprechen. Seine Haupt- Arbeiten, sei es in der Zahlen- 
theorie , sei es in der Analysis oder in der Kinematik, 
zeichnen sich meistens ausser durch Originalität und eine 
gewisse Genialität hauptsächlich aus durch das Bestreben 

1) Alles durch möglich einfachste Mittd eu erreichen und 

2) das Hauptgetüicht auf die praktische Verwendbarheit zu 
legen. Diese beiden Eigenthümlichkeiten charakterisiren 
auch das vorliegende Lehrbuch; und es ist dasselbe darin 
noch nicht übertroffen worden, wiewohl es zu einer Zeit 
geschrieben war, wo ausser Legendr e's ;, Theorie des 
nombres^ und Gauss' ;,Disquisitiones arithmeticae^ kein 
eigentliches Lehrbuch über diesen Gegenstand existirte. 
(Das Buch ist genau datirt: die erste Auflage passirte die 
Censur am 12^4. October 1848 und erschien 1849; die 
erste Auflage der vorzüglichen, von Dirichlet 1855 — 
1868 gehaltenen Vorlesungen ist von Dedekind 1863 
herausgegeben). Das strenge System in der Behandlung 
(zuerst die algebraischen Congruenzen und dann die Ex- 
ponentielle) und die elementare Abfassung machen es 
möglich den ganzen Kursus, wenn man es wollte, in jeder 
Mittelschule durchzunehmen und eignen das Werk auch 
vorzüglich zum Selbstunterricht. 

Die beigegebenen Tabellen, welche zum Theil auch 
von Jacobi für seinen ;, Canon arithmeticus^ benutzt 

a* 
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worden sind*), vermehren noch die Brauchbarkeit des Bu- 
ches ; und ich darf hoffen mit der Deutschen Ausgabe der 
Litteratur nützlich gewesen zu sein, indem ich auch be- 
müht war eine mögliche Reinheit von Druckfehlern her- 
zustellen. Kurze Zusätze und Bemerkungen des Heraus- 
gebers, welche hie und da, meistens behufs einer Grleich- 
mässigkeit in dem beim Leser vorausgesetzten Kenntniss- 
niveau nöthig schienen, sind als solche durchgehends durch 
eckige Klammern [ ] kenntlich gemacht 



*) Vgl. Jacobi, Canon aritbmeticus, introductio, pag. VII und das 
gegenw. Lehrb. pag. 181 und pag. 314 Anm. 

Heidelberg, März 1889, 

Der Herausgeber. 



Vorwort 

des Verfassers. 

Indem ich bei der Abfassung einer ^Theorie der Gon^ 
gruensen'^ den Werken „Theorie des nombres^ von Le- 
gendre und „Disquisitiones arithmeticae" von Gauss nicht 
ganz gefolgt bin, erachte ich es für nothwendig, die Ur- 
sachen anzugeben , welche mich veranlassten , von diesen 
vorzüglichen Werken der beiden berühmten Mathematiker 
abzuweichen. Zu dem Ende werde ich in einige Einzel- 
heiten bezüglich der genannten Werke und des dermaligen 
wissenschaftlichen Zustandes der Zahlentheorie einzugehen 
haben. 

Die Grundlage zu allen Untersuchungen, welche den 
allgemeinen Theil der Zahlentheorie ausmachen, ist von 
Euler geschaffen. Den Forschungen Eul er' s waren vor- 
angegangen die von Format, der sich zuerst mit den 
Eigenthümlichkeiten von Zahlen, die gewissen unbestimm- 
ten Gleichungen zu genügen haben, beschäftigt hat. Die 
Untersuchungen Format' s ergaben als Resultat die Ent- 
deckung vieler allgemeiner Theoreme der Zahlentheorie; 
indess übten sie ihren Einfluss nicht unmittelbar auf die 
Entwickelung der Wissenschaft, indem die Sätze von 
Format ohne Beweis und ohne Anwendung blieben. In 
diesem Zustande dienten die Entdeckungen Fermat's 
den Mathematikern nur als Herausforderung zum tiefem 
Eindringen in die Theorie der Zahlen. Aber wie inter- 
essant auch diese Untersuchungen waren, bis Euler hatte 
sich Niemand dazu gemeldet. Das ist auch begreiflich. 
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Nicht um neue Anwendungen bereits bekannter Methoden, 
auch nicht um weitere Entwickelungen früher bereits ver- 
wendeter Methoden handelte es sich «bei diesen Untersu- 
chungen; vielmehr mussten für dieselben neue Methoden 
geschaffen , neue Principien entdeckt werden , mit einem 
Worte : eine neue Wissenschaft musste begründet werden. 
Dieses ist durch Euler geschehen. 

Unter den vielen Untersuchungen Euler's auf dem 
Gebiete der Zahlentheorie haben den meisten Einfluss auf 
den Erfolg dieser Wissenschaft seine Abhandlungen über 
folgende zwei Gegenstände gehabt : 

1) Ueber die Potenzen der Zahlen bezüglich der 
Reste, welche sie bei ihrer Division durch eine 
gegebene Zahl ergeben. 

2) Ueber Zahlen, welche als Summe zweier Zahlen 
dargestellt werden, von denen eine ein Quadrat 
und die andere ein Product aus einem Quadrate 
und einer gegebenen Zahl bildet. 

Die Abhandlungen über den ersten Gegenstand gaben 
die Grundlage zur Theorie der Indices, zur Theorie der 
binomischen Congruenzen überhaupt und derjenigen der 
quadratischen Reste insbesondere; die Abhandlungen über 
den zweiten Gegenstand bildeten den Anfang einer Theo- 
rie quadratischer Formen. 

Die Grundlage zur Theorie der Indices schuf Eni er 
mit seinem Memoire: 

„Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum 
per numeros primos resuUantia^, welches in den Memoiren 
der St. Petersburger Academie der Wissenschaften für 
das Jahr 1773 erschienen ist. In diesem Memoire ent- 
deckt Euler die Eigenschaften der Indices und der pri- 
mitiven Wurzeln, zeigt ferner eine obere Grenze für die 
Anzahl der möglichen Lösungen binomischer Congruenzen 
mit Primzahlmodul und giebt endlich eine Anwendung der 
Theorie der Indices auf die Theorie der quadratischen 
Reste und die der quadratischen Formen. Zur Vervoll- 
kommnung der Theorie der Indices blieb noch die Auf- 
findung einer Methode zur Bestimmung der primitiven 
Wurzeln, ohne Versuche an verschiedenen Zahlen anstel- 
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len zu müssen. Alle Anstrengungen Euler's in dieser 
Beziehung waren vergeblich ; er sagt : 

„Via quidem adhuc поп patet, tales raäices primitivas 
pro quovis divisore primo inveniendi, neque etiam de- 
monstratio, qua tales radices primitivas semper dari 
e vici, methodum eas inveniendi declarat^*). 
Aber noch heute sind wir, ungeachtet aller Erfolge der 
Zahlentheorie, bei der Auffindung primitiver Wurzeln, 
noch immer darauf angewiesen, es mit verschiedenen Zah- 
len zu probieren und die von mir im zweiten Anhange 
gegebenen Lehrsätze dürften wohl etwa den ersten Ver- 
such bilden zur Auffindung primitiver Wurzeln ohne vor- 
hergehendes Probieren. 

Die Untersuchungen Euler's über die Theiler der 
Zahlen von der Form a»* ± &•* bildeten den Anfang zu 
einer Theorie binomischer Congruenzen. Wir finden diese 
Untersuchungen in vielen Memoiren Euler's; besondere 
Beachtung verdient darunter sein Memoir „Theoremata 
circa divisores numerorum^. Darin wird gezeigt, dass die 
Möglichkeit, die Congruenz 

a^ — а = (mod. mn + 1) 

zu befriedigen, wenn mn + 1 eine Primzahl ist, die Theil- 
barkeit von 

a"»— 1 

durch diese Primzahl voraussetzt und auch die Umkeh- 
rung des Satzes wird daselbst unter der Annahme be- 
wiesen, dass m und n relativ prim zu einander seien. 
Abgesehen von der unnöthigen Beschränkung auf m und n, 
welche relativ prim sind, bilden diese Sätze die Grundlage 
der heutigen Theorie der binomischen Congruenzen über- 
haupt und der Theorie der quadratischen Reste insbeson- 
dere. Betrachtet man den Beweis des letztgenannten 
Satzes bei Euler näher, so ist es übrigens leicht die 
Erweiterung des Satzes auf beliebige m und n zu be- 
merken. In seinem Memoire : „De quibusdam eximiis pro- 
prietatibus circa divisores potestatum occurentibus^ beweist 



") Op. min. col. t. 1, pag. 523. 
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er QS insbesondere für m = 2, ohne irgend welche Be- 
schränkungen für n zu machen und zeigt, dass die Theil- 
barkeit von a*^ — 1 durch 2w ~h 1 die nothwendige und 
hinreichende Bedingung ist, damit а quadratischer Rest 
der Zahl 2w + 1 sei. Ausserdem beschäftigte sich Euler 
in anderen Memoiren vielfach mit den quadratischen Re- 
sten und in den „Observationes circa divisionem quadratorum 
per numeros primos'^ gelangt er bei der Betrachtung der 
Reste , welche bei der Division von Quadraten durch 
Primzahlen erhalten werden, zu folgendem Schlüsse : 

Existente s numero quocunque primo, dividantur 
tantum quadrata imparia 

1, 9, 25, 49, .... 
per divisorem 4 5, notenturque residua, quae omnia 
erunt formae 42 + 1, quorum quodvis litter а а indi- 
cetur, reliquorum autem numerorum, formae 4^^ + 1, 
qui inter residua non occurrunt, quilibet littera а in- 
dicetur, quo facto si fuerit 
divisor numerus 



primus formae 



4ns + а 
4ns — а 



tum est 



-f-5 residuum et — s residuum 
+ 5 residuum et — 5 non-residuum 

4ns + ö \-\-s non-residuum et — s non-residuum 
4ns — а I + s non-residuum et — s residuum. 

Diese Entdeckung finden wir bei Euler im Iten 
Bande der Opuscula analytica, 1772. Es ist nicht schwer 
darin das Reciprodtätsgesetsi siweier Primzahlen zu erkennen, 
welches von Legendre im Jahre 1785 publicirt und 
welches Letzterer zur Grundlage der Theorie der quadra- 
tischen Reste gemacht hat. 

In der Theorie der quadratischen Formen beginnt 
Euler seine Untersuchungen mit der Summe zweier Qua- 
drate und zeigt im Memoire „De numeris, qui sint aggre-^ 
gata duorum quadratorum^, dass die Theiler einer Summe 
zweier Quadrate , welche zu . einander relativ prim sind, 
eine ähnliche Summe bilden müssen und erhält eine lineare 
Form für diese Theiler. Und so kommt er auf das be- 
rühmte Theorem von Fermat über die Zerlegung einer 
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Primzahl von der Form 4m -f- 1 in eine Summe von zwei 
Quadraten. In analoger Weise findet Euler die quadra- 
tischen und linearen Theiler einer Summe eines Quadrates 
und des zweifachen oder dreifachen anderen Quadrates 
und giebt femer ohne Beweis die linearen Formen der 
Tbeiler vieler anderer quadratischer Formen. So hat 
Euler die Grundlage geschaffen zu einer Theorie der 
Theiler quadratischer Formen. Die genialen Entdeckun- 
gen, welche Lagrange in diesem Theile der Zahlen- 
theorie macht, eröffnen wieder Euler den Weg zu neuen 
Forschungen. Als Ergebniss derselben entstand eine neue 
Entwickelung der Theorie der quadratischen Formen mit 
mehreren Anwendungen derselben auf die Untersuchung, 
ob eine gegebene Zahl Primzahl ist oder nicht und auf 
die Auffindung von ausserordentlich grossen Primzahlen. 

Euler hat sich in seinen Untersuchungen nicht auf 
endlkhe Formeln allein beschränkt; er zeigte auch wie 
man mit Hülfe von unendlichen Reihen auf verschiedene 
Theoreme der Zahlentheorie kommen kann. Zu diesen 
Untersuchungen gehören diejenigen „De partitione numero- 
rum^ und die „über die Summen der Theüer verschiedener 
Zahlen^. 

Da wir die Entwickelung des allgemeinen Theiles der 
Zahlentheorie im Auge haben, so wollen wir uns bei den 
Untersuchungen Euler*s über Dicphanusehb Analysis 
nicht aufhalten, welche zum Resultate hatten die Lösung 
von Grieichungen von der Form ax^ -^ by^ = cz^^ ferner 
den Beweis der Unmöglichkeit gewisser Gleichungen mit 
zwei und drei Unbekannten, wie auch die Lösung vieler 
sehr complicirter unbestimmter Gleichungen und wenden 
uns zu den Untersuchungen von 

Lagrange, durch welche die allgemeinen Grundla- 
gen der Zahlentheorie sehr wichtige Erweiterungen erfah- 
ren haben. Dahin gehören seine Untersuchungen über die 
Anzahl der Lösungen, welche Congruenzen mit Primzahl- 
modul zulassen, und die Untersuchungen über die Eigen- 
schaften quadratischer Formen. Wir haben gesehen, dass 
von Euler eine obere Grenze gefunden war für die An- 
zahl der Lösungen binomischer Congruenzen; Lagrange 
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•hat bewiesen, dass dieselbe obere Grenze auch für ein 
beliebiges Polynom bestehen bleibt. Mit dieser Entdeckung 
ermöglichte es Lagrange viele Sätze der Zahlentheorie 
zu beweisen, deren Beweis sonst unüberwindliche Schwie- 
rigkeiten bereiteten. Zu diesen Sätzen müssen diejenigen 
über die Existenz primitiver Wurzeln für alle Primzah- 
len gezählt werden. Der von Euler vorgeschlagene Be- 
weis stützt sich auf die Eigenschaft binomischer Congruen- 
zen, welche nur nach der Entdeckung Lagrange' s streng 
bewiesen werden kann. Aber unter allen Arbeiten La- 
grange's in der Zahlentheorie haben den grössten Ein- 
fluss auf die Erfolge dieser Wissenschaft seine Untersu- 
chungen über quadrajiische Formen gehabt. Er gab all- 
gemeine Principien für diejenigen Untersuchungen, welche 
Euler nur für einige der einfachsten Formen gefunden 
hatte ; und diese Principien bildeten , nachdem sie von 
Legendre weiter entwickelt wurden, eine vollständige 
Theorie der Theiler quadratischer Formen; diese Theorie 
ist eine der bedeutendsten in der Zahlentheorie überhaupt 
und besonders wichtig durch ihre Anwendungen auf die 
Bestimmung der Theiler einer gegebenen Zahl. 

Die von Legendre gelieferten Entwickelungen der 
quadratischen Formen waren eine Folge seiner Entdeckun- 
gen in der Theorie der quadratischen Reste. Die Schluss- 
folgerung, welche wir oben aus der Abhandlung Euler's 
Observationes circa divisionem quadratorum per numeros pri- 
mos angeführt haben, enthält den Satz, welchen wir heute 
unter dem Namen „Reciprodtätsgesetz zweier Primzahlen^ 
kennen, und welchem die Theorie der quadratischen Reste 
ihre Erfolge verdankt. In den Memoiren der Pariser Aca- 
demie der Wissenschaften für das Jahr 1785 beweist Le- 
gendre den genannten Satz vermittelst der von ihm ent- 
deckten Kriterien für die Möglichkeit der Gleichung 
ax^ + by^ = cz^ und giebt auch Anwendungen des Satzes 
auf die Untersuchung der Congruenzen zweiten Grades 
und auf die Bestimmung der Theiler quadratischer Formen. 
In diesem Zustande befanden sich die verschiedenen 
Theile der Zahlentheorie, als Legiendre sein Werk 
schrieb „Essai sur la Theorie des nombres^, welches er 
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später mit vielen Zusätzen, aber ohne wesentliche Ver- 
änderung in dem Systeme der Behandlung der Haupttheile, 
unter dem Namen y^ Theorie des nonibres^ herausgegeben hat. 
Bei aller hohen Entwickelung einzelner Theile der 
Zahlentheorie stiess doch eine systematische Zusammen- 
stellung dieser Wissenschaft auf unüberwindliche Schwie- 
rigkeiten. Wir haben gesehen, dass das Beciprocüätsge- 
setz zweier PrimzaMen, welches die Grundlage der Theorie 
der quadratischen Reste ausmacht und mithin für die 
Theorie der quadratischen Formen unumgänglich ist, von 
Legendre aus den Eigenschaften einer Grieichung zwei- 
ten Grades hergeleitet worden ist. Daher konnte die 
Theorie der quadratischen Brcste und Formen erst nach 
der vorangegangenen Theorie der unbestimmten Gleichun- 
gen zweiten Grades behandelt werden. Diese Theorie 
liegt aber ihrem Wesen nach viel höher und lässt ihrer- 
seits eine Anwendung der Theorie der quadratischen Brcste 
zu. Infolgedessen fangt Legendre, nachdem er in sei- 
nem Werke verschiedene Sätze über Zahlen vorausge- 
schickt hat, mit der Lösung unbestimmter Gleichungen 
an und erst, nachdem er eine vollständige Theorie der 
Gleichungen zweiten Grades auseinandergesetzt hat, schrei- 
tet er zu den allgemeinen Eigenschaften der Zahlen, unter 
denen wir bei ihm die Hauptsätze der Theorie der Con- 
gruenzen und eine vollständige Theorie der quadratischen 
Beste und der quadratischen Formen finden. Diese, eines 
Systems ermangelnde Anordnung in der Abfassung der 
Haupttheile der allgemeinen Zahlentheorie, blieb nur so 
lange nothwendig bis Gauss zeigte, wie man das Bed- 
prodtätsgesetz zweier Primzahlen direct aus der Betrach- 
tung von Congruenzen herleiten kann. Auf diese Weise 
eröflPnete sich die Möglichkeit, die Congruenzen zweiten 
Grades, ohne in den Haupttheilen der Zahlentheorie die 
systematische Anordnung zu zerstören, zusammen mit den 
anderen Congruenzen zu behandeln, bevor man zu den 
Gleichungen zweiten Grades gekommen ist; und nachher, 
vermittelst der Resultate der Theorie der Congruenzen 
die Untersuchung von Gleichungen höheren Grades zu 
t-ereinfachen. 
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Wir wenden uns nunmehr zu dem Werke von Gauss. 
Wir haben gesehen welche Entwickelungen in den ver- 
schiedenen Theilen der Zahlentheorie durch die Arbeiten 
von Euler, Lagrange und Legendre gemacht waren. 
Gauss benutzt indess in seinem Werke Disquisitiones 
arühmeticae die Untersuchungen jener Mathematiker nicht. 
Unabhängig von denselben entwickelt er die Haupttheile 
der Zahlentheorie, indem er sie durch neue Methoden, 
durch neue Entdeckungen und sehr wichtige Anwendun- 
gen auf die Lösung binomischer Gleichungen bereichert. 
Aber bei allen Verdiensten des Gauss* sehen Werkes 
können wir nicht umhin zu erkennen, dass ein grosser 
Theil seiner Herleitungen nicht die Einfachheit besitzt, 
durch welche das Verfahren von Euler, Lagrange und 
Legendre sich auszeichnet. In dieser Beziehung kann 
man seiner Entwickelung einzelner Theile der Zahlen- 
theorie, mit Ausnahme einiger, nicht vor den Auseinan- 
dersetzungen Legendre' s den Vorzug geben. 

Daraus ist ersichtlich, dass weder das Werk von 
Legendre, noch das von Gauss die Zahlentheorie in 
derjenigen vollkommnen Form darstellt, in welcher sie 
nach den Entwickelungen, welche dieselbe durch die Ar- 
beiten dieser Mathematiker, geschweige erst nach den 
Arbeiten der jüngsten Mathematiker dargestellt werden 
kann. Ich konnte mich daher bei der Zusammensteüung 
der Theorie der Congruenzen weder an Legendre allein, 
noch an Gauss allein halten, vielmehr benutzte ich zu- 
gleich mit Legendre und Gauss, auch noch die Ar- 
beiten vieler anderer Mathematiker, welche sich mit die- 
sem Theile der Zahlentheorie beschäftigt haben. Um aber 
die Untersuchungen der Mathematiker, welche sehr ver- 
schiedenartige Methoden benutzten, in ein System zu 
bringen, musste ich einen grossen Theil ihrer Schlussfol- 
gerungen ändern. Ausserdem fand ich es der Vollstän- 
digkeit willen für nothwendig, einige Artikel weiter aus- 
zubilden. So betrachte ich in der Theorie der Congruenz 
ersten Grades drei verschiedene Fälle, wann diese Con- 
gruenz eine Lösung hat, wann sie deren mehrere und wann 
sie gar keine besitzt. Bei der Auseinandersetzung der 
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Eigenschaften der Congrnenzen höheren Grades gebe ich 
ausser dem Lagrange' sehen Satze, einige diesbezügliche 
allgemeine Sätze. In der Theorie der quadratischen For- 
men gebe ich eine Methode, vermittelst deren man erken- 
nen kann, wann zwei quadratisch^ Formen der Theiler 
lediglich auf lineare Formen zurückfiihrbar sind. Ausser- 
dem finden sich in meinem Buche drei Anhänge. In dem 
ersten setze ich die Jacob Г sehe Erweiterung des Le- 
gendre' sehen Zeichens auseinander und gebe eine An- 
wendung desselben auf die Untersuchung der quadratischen 
Reste ; in der zweiten beweise ich einige Theoreme, welche 
die primitiven Wurzeln einiger Zahlen direct aus ihrer 
Gestalt bestimmen lassen; in der dritten gebe ich die 
Resultate meiner Untersuchungen über die Eigenschaften 
von Functionen, welche bestimmen wie viele Primzahlen 
eine gegebene Zahl nicht übertreifen. 

[Der dritte Anhang über die Anzahl der Primzahlen 
ist, weil er seinem Wesen nach nicht so elementar ist als 
der Inhalt dieses Lehrbuches, auf Wunsch des Verfassers 
hier fortgelassen worden]. 
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Einleitende VorbegrifTe. 



§ 1. Ueber das Wesen der Zahlentheorie und der Theorie der 

Congruenzen. 

Die Zahlentheorie^ oder anders genannt^ die 
Transcendente Arithmetih ist die Wissen- 
schaft, welche von der Lösung unbestimmter Glei- 
chungen in ganzen Zahlen handelt. 
Während diese WisseDschaft den Begriff der Zahlen 
der Arithmetik und den der Gleichungen der Algebra und 
der transeendenten Analysis entleiht, ist sie gleichwohl 
von beiden letzteren Wissenschaften wesentlich verschieden. 
Von der Arithmetik unterscheidet sich die Zahlentheorie 
insofern, als sie die Zahlen lediglich in Bezug auf ihre 
Fähigkeit UDbestimmten Gleichungen dieser oder jener Art 
ZU genügen untersucht und somit vollkommen unabhängig 
bleibt von dem Numerationssysteme, auf welchem die arith- 
metischen Operationen gegründet sind. Von der Algebra 
und den anderen Theilen der bestimmten Analysis unter- 
scheidet sie sich dadurch , dass sie sich bei der Untersu- 
chung der Grieichungen auf die ganzzahligen Werthe der 
Unbekannten beschränkt. 

Durch ihre eigenthümliche Betrachtung der Zahlen 
sowohl, als der Gleichungen von einem ganz besonderen 
Gesichtspunkte aus , gelangt die Zahlentheorie auf diese 
Weise zu vollkommen neuen Resultaten, welche dann zu- 
gleich für die Arithmetik und für die Theorie der be- 

Tcbebyecheif, Zahlentheorie. 1 1 
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stinimten Grleichnngen von höchster Bedeutung werden. 
Der Arithmetik erleichtert sie Eechnxmgen, welche sonst, 
wegen ungeheurer Weitläufigkeit, unausführbar gewesen 
wären. Der Algebra öffiiet sie einen Weg zur Losung 
von Aufgaben, welche ohne ihre Hülfe als unlösbar er- 
scheinen. 

Jede Gleichung j welche mehrere Veränderliche^ oder 
Unbekannte enthält, unterliegt einer Untersuchung 
von Seiten der Zahlentheorie. 
Indess sind nicht alle Gleichungen für die Untersu- 
chung gleich zugänglich, auch nicht alle von gleich hoher 
Wichtigkeit in Bezug auf ihre Anwendbarkeit. 

In ihrem gegenwärtigen Zustande beschrankt sich die 
Zahlentheorie auf die Betrachtung der aller eitif ochsten Glei- 
chungen, welche zugleich die wichtigsten Anwendungen zu- 
lassen. 

Unter diesen Gleichungen verdienen diejenigen eine 

besondere AufmerJcsamkeit, welche eine der Unbe- 
kannten nur in der ersten Potenz enthalten; sie 
sind bemerkenswerth sowohl durch ihre besonderen Eigen- 
schaften, als auch durch ihre Anwendbarkeit auf die Ver- 
einfachung arithmetischer Operationen und auf die Losimg 
von Aufgaben, welche die bestimmte Analysis betreffen. 
Solche Gleichungen sind es nun, wdche den Gegen- 
stand der Untersuchung für die Theorie der 
Congrueneen ausmachen. 



§ 2. Ueber absolute Primzahlen. 

Bevor wir die Untersuchung der zuletzt hervorgeho- 
benen Gleichungen aufnehmen, werden wir uns ein wenig 
bei denjenigen Eigenschaften der Zahlen, welche zum Theil 
aus der Arithmetik bekannt sind, aufhalten, um dieselben, 
entsprechend ihrer Wichtigkeit, hier eingehend auseinan- 
der zu setzen. 

Man theüt die Zahlen ein in einfache und jsu- 
sammeng es et £fte Zahlen. 
Einfach heisst eine Zahl, welche nur durch Eins und 
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durch sich selbst theilbar ist ; eine solche wird auch Prim- 
zahl genannt. Шпе ^zusammengesetzte Zahl nennt man da- 
gegen eine solche, welche durch eine andere Zahl, die 
grösser als Eins ist, ohne Rest getheilt werden kann. So 
sind 

2, 3, 5, 7, 11, und viele andere 

Frimzdhlen , hingegen 

4, 6, 8, 9, 10 und andere dergleichen 
^zusammengesetzte Zahlen, 

Man kann sich leicht überzeugen, dass es eine unend- 
liche Menge von Primzahlen giebt. 

Denn, lassen wir das Gegentheil zu und nehmen an, 
es gebe eine gewisse endliche Zahl, welche die allergrösste 
unter allen überhaupt vorkommenden Primzahlen wäre und 
bezeichnen dieselbe mit ^, so müssen wir zugeben, dass 
alle Zahlen, welche grösser als N sind, lauter zusammen- 
gesetzte Zahlen seien, welche also durch Multiplication 
von gewissen Potenzen der Zahlen 

2, 3, 6, 7, 11, . . . ., N 
entstehen. 

Die Unrichtigkeit dieser Annahme geht aber aus der 
Zahl M, welche durch die Gleichung 

M = 1.2.3.4.6 (N-l)jy+l 

definirt ist, klar hervor, indem Ж offenbar grösser als N 
ist und doch durch keine der Zahlen 

2, 3, 5, 7, 11, . . . ., N 

ohne Rest theilbar ist und somit nicht aus der Multiplica- 
tion von Potenzen dieser letzteren Zahlen entstehen kann. 
Folglich ist die Annahme, 

es gebe nicht unendlich viele Primzahlen, 
unzulässig. 

Das allereinfachste Mittel, um alle Primzahlen, welche 
kleiner als eine gegebene Grenzzahl N sind, zu erhalten, 
besteht darin, dass man in der Reihe der Zahlen 

1, 2, 3, 4, Б, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, . . . ., N-1, N 

1* 
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nach und nach alle Vielfachen von 

2, 3, 5, 7, 11, ... . etc. 

fortlässt. Dieses erreicht man offenbar dadurch, dass man 
in der Zahlenreihe 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, , N--1,N 

jede zweite Zahl, anfangend hinter der 2, durchstreicht, 
dann ebenso jede dritte Zahl hinter der 3, darauf jede 
vierte Zahl hinter der 4 etc. und ebenso allgemein jede 
wte Zahl, anfangend hinter der Zahl n. Auf diese Weise 
werden alle zusammengesetzten Zahlen [mitunter auch 
mehrfach*)] durchstrichen, und undurchstrichen bleiben nur 
die Primzahlen allein übrig. 



§ 3. Ueber relative Primzahlen. 

Zwei oder mehrere Zahlen heissen relativ prim 

siu einander, tvenn sie keinen gemeinschaftlichen 

Factor (Theiler) besitzen. So sind die Zahlen 10 

und 21 relativ prim zu einander. Aus dieser Definition 

relativer Primaahlen folgt, als specieller Fall, dass 

wenn Л selbst eine Primisahl ist und В nicht theil* 



[*) Dieses Verfahren ist, weil dasselbe gewissermassen ein Aussie- 
ben der Nicht-primzahlen bedeutet, unter dem Namen cribrum Era- 
tosthenis, nach seinem Erfinder Eratosthenes (276 oder 275 v.Chr. geb. 
und ungef. 194 gest.) bekannt. Bei Eratosthenes sollen überhaupt nur 
die ungeraden Zahlen allein von vornherein aufgeschrieben werden, 
weil die 2, indem sie gerad ist, nach Jamblichus keine Primzahl sei, 
trotzdem sie Euclid „fehlerhafter Weise" unter die Primzahlen gezählt 
habe. Vgl. Cantor, Geschichte der Mathematik, pag. 286. Die Re- 
gel für das Durchstreichen würde dann allgemein lauten müssen : man 
durchstreiche jede (2»iH-l)te Zahl hinter (2w-f-l). Die Bemerkung, 
dass man keine durchstricheue Zahl als Ausgangspunkt einer neuen 
Aussiebung benutzen soll, ist (obwohl auch beiLegendre aufgenommen) 
nicht noihtoendig und wohl deshalb hier weggelassen. Allerdings reicht 
08 hin, wenn man die einmal durchstrichenen Zahlen nicht wieder be- 
nützte; indess erhält man, wenn man sie wieder benutzt, das Gesetz: 

jede Zahl N = a'^ß^yP wird genau [(w+l)(n-f l)(p+l) —2] 

mal durchstrichen.] 
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bar durch А , so sind А und В relativ prim eu 
einander. 
^Es können nämlich in der That А und В in diesem 
Falle weder einen von А verschiedenen gemeinschaftlichen 
Theiler besitzen, weil А als Primzahl durch keine andere 
Zahl theilbar sein kann ; noch können sie А selbst als ge- 
meinschaftlichen Theiler besitzen , da nach der Voraus- 
setzung В durch А nicht theübar ist. 

Bemerken wir, dass, wenn В kleiner als А ist, dann 
В überhaupt durch А nicht theilbar sein kann, so können 
wir dem Obigen gemäss schliessen , dass wenn В kleiner 
als А ist und А selbst eine Primzahl, so müssen die Zah- 
len А und В relativ prim zu einander sein. Diese Eigen- 
schaft der Zahlen können wir so aussprechen: 

Jede Zahl, welche kleiner ist als eine дедЛепе Prim- 
zahl, ist zu derselben relativ prim. 
So sind die Zahlen 

2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10, 

relativ prim zu 11. 

Daraus folgt femer: 

Beliebige von einander verschiedene Primzahlen sind 
relativ prim zu einander. 



§ 4. Eigenschaften relativer Primzahlen. 

Wir woHen nunmehr uns eingehender mit den Eigen- 
schaften solcher Zahlen beschäftigen, welche relativ prim 
zu einander sind. 

1. Lehrsatz. Sind die Zahlen А und В einzeln re- 
lativ prim zu einer Zahl S, so ist auch 
ihr Product AB relativ prim zu 8. 

Beweis. Um diesen Lehrsatz zu beweisen, suchen 
wir zunächst den grössten gemeinschaftlichen Theiler von 
А und 8. Zu diesem Ende muss man, wie aus der Arith- 
metik bekannt ist, vorerst А durch S dividiren; durch 
den gefundenen Rest dividirt man dann S] durch den 
neuerdings gefundenen Rest dividirt man darauf den ersten 
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Rest u. s. w. Der letzte Rest wird in unserem Falle 1 
sein; weil А und S, als relative РптгаЫеп, keinen von 
1 verschiedenen gemeinschaftlichen Theiler besitzen kön- 
nen. Bezeichnen wir die durch die ebengedachten Divi- 
sionen' successive erhaltenen Quotienten mit 

und die entsprechenden zugehörigen Reste mit 

setzen den jedesmaligen Dividendus gleich dem Producte 
aus Divisor und Quotienten plus dem zugehörigen Reste 
und berücksichtigen, dass der letzte Rest r^ in unserem 
Falle 1 ist, so erhalten wir folgende Gleichungen: 

А ^8q -fr, 

r — Гф -f Г2, 

»•»-2= rn-iq„+ 1, 

welche durch Multiplication mit В in 

AB = BSq 4- Br, 

BS = Brqi -f Sfi, 

(!)....( Br = Вгф + Вг2, 

tibergehen. Die erste dieser Gleichungen sagt aus, dass 
ein gemeinschaftlicher Theiler von AB und 8 auch ein 
Theiler von Br sein muss; die zweite — , dass derselbe 
Theiler zugleich auch ein Theiler von Вгг] die dritte — , 
dass er auch ein Theiler von Вг2 ; etc. und die letzte 
Gleichung sagt dann, dass ein gemeinschaftlicher Theiler 
von AB und S auch В ohne Rest theilen wird. 

Da aber В und S nach Voraussetzung keinen gemein- 
samen Theiler besitzen, so können auch AB und 8 keinen 
solchen haben, was zu beweisen war. 

Indem wir diesen Lehrsatz auf mehrere Zahlen -4, 
By Cy D, .... ausdehnen, welche zu 8oy 8i, 82, . . . . 
relativ prim sind, überzeugen wir uns leicht von der Rich- 
tigkeit des allgemeineren Satzes: 
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Die Producte А В С D ... . und So Si S3 . . . . 
sind rdativ prim su einander^ falls die Zahlen 
Äj Б, C, D, .... einjsfeln rdativ prim sind 0U ei- 
ner jeden der Zahlen So, Ä, fia, . . . . 

Ferner können wir folgende Lehrsätze leicht beweisen : 

2. Lehrsatz. Ist eine Zahl S ein Divisor eines Pro- 

ductes AB und relativ prim zu einem 
der Factoren A, so ist dieselbe ein Di- 
visor des anderen Factors B. 

Beweis. Wir stellen wiederum die Gleichungen (1) 
her und bemerken, dass die Theilbarkeit von AB durch 
S die Theilbarkeit der Zahlen 

J5r, Bri, Вг2, .... 

und schliesslich auch В durch S voraussetzt; w. z. b. w. 

3. Lehrsatz. Ist von zwei Zahlen А und J5, welche zu 

einander relativ prim sind, eine jede ein 
Theiler von 5, so ist auch das Product 
derselben AB ein Theiler von S. 

Beweis. Bezeichnen wir den Quotienten, welcher 
aus der Division von 8 durch Л erhalten wird, mit L, so 
haben wir für 8 die Bestimmung 

fif = AL, 

woraus die Theilbarkeit von AL durch В folgt, weil nach 
der Voraussetzung 8 durch В theilbar ist. Nach dem 
vorhergehenden Lehrsatze setzt aber die Theilbarkeit von 
AL durch Bj wenn В relativ prim zu А ist, voraus, 
dass L durch В theilbar sein muss. Bezeichnen wir also 
den Quotienten, welcher bei dieser Division von L durch 
В entsteht, mit M, so erhalten wir die Q-leichung 

L = BM, 

der zufolge die obige Gleichung in 

= ABM 



übergeht. Daraus wird aber die Theilbarkeit von 8 durch 
AB, welches wir ja beweisen wollen, augenscheinlich. 
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Dehnen wir diesen Lehrsatz auf mehrere Zahlen aus, 
so können wir allgemein schliessen, dass 

wenn eine Zahl S durch jede der Zahlen -4, 5, C, 
D, . . . . theilbar ist und Л, B, C, D, . . , , re- 
lativ prim 0U einander sind, dieselbe Zahl S durch 
das Product ÄBGD .... theilbar sein muss. 



§ 5. Ueber die Zerlegung der Zahlen In Primzahlfactoren. 

Wir wollen nunmehr zu denjenigen Eigenschaften der 
Zahlen übergehen, welche bei ihrer Zerlegung in Prim- 
zahlfactoren zum Vorschein kommen. 

Aus der Arithmetik ist bekannt, dass jede Zahl als 
Product von lauter Primzahlen dargestellt werden kann[*)]. 
Indem wir nun die verschiedenen Primzahlen, welche in 
einer Zahl N als Factoren enthalten sind, mit a, j3, y, . . . . 
und die entsprechenden Potenzen , in welchen jede dieser 
Primzahlen in N vorkommt, beziehungsweise mit m, w,j9, .... 
bezeichnen, erhalten wir 

JV" = a"^ ß'^yP 

Aus dieser Gleichung schliessen wir auf Grund des 
Lehrsatzes 1 , dass N relativ prim ist i3u allen Primzahlen, 
welche von a, jS, y, . . . . verschieden sind. 

In der That ist jede von a, /3, y, . . . . verschiedene 
Primzahl, nach § 3, relativ prim zu jeder dieser Primzah- 



[*) Dieser Satz, dass jede Zahl als Product von lauter Primzahl- 
factoren zu betrachten ist, darf hier direct der Arithmetik entnommen 
werden, weil letztere den Beweis dafür offenbar aus den obigen Defini- 
tionen folgern kann. 

Ist nämlich eine Zahl N nicht selbst Primzahl, so enthält dieselbe, 
nach der Definition in § 2, топ Eins und von N verschiedene Factoren, 
welche, falls sie nicht Primzahlen sind, ihrerseits wiederum neue Fac- 
toren enthalten etc. Da aber die Fortsetzung dieser Schlussweise auf 
immer kleiner werdende Zahlen führt, so muss man endlich auf lauter 
Primzahlfactoren kommen, welche allerdings zum Theil einander gleich 
sein dürfen; oder, mit anderen Worten: 

In jeder endlichen Zahl N ist immer und nur eine endliche An- 
zahl Potenzen von Primzahlen als Factoren enthalten.] 
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len а, ft у, . . . . und folglich auch zu ihrem Producte 

aßy und mithin, nach Lehrsatz 1, auch relativ prim 

zu «»" /3»» yP Daraus können wir nun allgemein schlie- 

ssen, dass keine Zahl durch eine Primzahl theilbar sein 
kann, welche nicht in derselben als Factor enthalten ist. 
Es kann also die Zahl N, von welcher wir 

JV = a« ^~ yp 

vorausgesetzt haben, nur theilbar sein durch gewisse Po- 
tenzen der Primzahlen «, ^5 y, . . . ., welche in derselben 
enthalten sind. Was nun die Potenzen betrifft, so kann 
man sich leicht überzeugen, dass eine Theilbarkeit durch 
a»»', wenn m' > w , ebenso durch /J**', wenn n'> n, oder 
durch yP\ wenn p'> p etc. nicht möglich ist. Denn da 
N = a*" ß*^yP ist, so wird der Quotient aus der Divi- 
sion von N durch «*"' in der Gestalt eines Bruches 

^" ^'^ y^ ■ ■ - oder ^"y'-^I^ 

erhalten werden, welcher für m' > w keinesfalls eine ganze 
Zahl werden kann, weil а als eine von j3, y, . . . . ver- 
schiedene Primzahl, nach unserer soeben gemachten Be- 
merkung das Product /J** yP nicht ohne Rest theilen 

kann. Mithin kann N nur theilbar sein durch solche Po- 
tenzen von ccjß,y, , welche respective die wte, nte,^te^ 

Potenz nicht überschreiten. Folglich ist N nur durch 

solche Zahlen theilbar, in welchen die Primzahlen a, j3, y, 

zu Potenzen enthalten sind, die resp. die wte, nte, pte^ .... 
Potenz nicht übertreffen. Somit erhalten wir folgenden 

4. Lehrsatz. Eine Zahl N ist durch eine Zahl M 

nur dann theilbar, wenn alle Primjsahl- 
Factoren von M in N enthalten sind 
und ihre Potenzen in N nicht niedriger 
sind als in M. 

Auf Grrund dieses Lehrsatzes beweisen wir nun fol- 
genden 

5. Lehrsatz. Für eine Zahl N ist nur eine einzige 

Zerlegung in PrimeaM • Factoren mög- 
lich. 



10 Einl. § 5. 

Beweis. Nehmen wir an, es gäbe für eine ZsM N 
zweierlei Zerlegungen in Primzahl-Factoren, wie etwa: 

JV = ««» /3» yP ; JjT = «J»' /J^' yf . . . ., 

so würden wir durch Division je einer dieser Grieichungen 
durch die andere die Relationen erhalten: 

Nach dem obigen Lehrsatze setzt die erstere dieser 
Relationen voraus , dass alle Primzahlen «i, j3i, yi, . . . . 
sich in der Reihe der Primzahlen a, j3, y, . . . . vorfinden 
und die zweite Relation setzt umgekehrt voraus, dass alle 

Zahlen a, /3, y, sich in der Reihe der Zahlen «i, j3i, yi, . . . . 

vorfinden ; woraus folgt, dass die Zahlen cc, ß, y, .... keine 
anderen sind als «i, ßi, yi, .... Nehmen wir nun an, 
es sei 

а == «1, ß = ßij у = n» • • • M 

so folgt, nach dem vorhergehenden Lehrsatze, aus der 
Gleichung 

a'^ß^'yP . 

«f'/J^Vf ~ ' 

dass nicht 

ist, während aus der Grieichung 

«1 Pi 7i ' ' * ' __ ^ 
&!^ß^yP 

umgekehrt folgt, dass nicht 

w > m' ; w > n' ; p > p' 

sein kann. Aus der Vereinigung beider Grieichungen fin- 
den wir also, dass 

sein muss. Folglich können die angenommenen zwei Zer- 
legungen der Zahl N weder in den einzelnen darin auf- 
tretenden Primzahlen , noch in den Potenzen , zu welchen 



. • • • 
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die betreffenden PrimzaMen auftreten, sich von einander 
unterscheiden, wodurch die Richtigkeit des ausgespro- 
chenen Lehrsatzes erwiesen ist. 



§ 6. Lehreätze, welche durch Zerlegung in Primzahlfactoren 

begründet werden. 

Als erste Anwendung, welche wir aus der Zerlegung 
der Zahlen in ihre Primzahlfactoren machen, beweisen wir 
folgenden Lehrsatz. 

6, Lehrsatjs, Ist N ein Theiler des Qtuxdrates einer 

Zahl M, ohne selbst durch das Quadrat 
irgend einer Zahl theilbar zu sein, so 
ist N auch Theiler von M. 

Beweis. Indem wir die Zahl ^ in ihre Primzahl- 
Factoren zerlegen, finden wir etwa: 

JV = ««• /J" yP 

Da aber N nach der Voraussetzung durch kein Qua- 
drat irgend welcher Zahl theilbar sein darf, so können in 
unserem Falle die Exponenten w, n, ^, . . . . die Einheit 
nicht übertreffen ; denn wäre etwa nicht w <: 2, so würde 
N offenbar durch a* theilbar sein; oder, wäre nicht w<:2, 
dann würde N durch ß'^ theübar werden, etc. Folglich sind 
in der vorhergehenden Grleichung alle als von Null verschie- 
den vorausgesetzten Exponenten m, w, jp, . . . . gleich 1, 
so dass wir erhalten: 

JV' = aßy . . . ., 

wobei «, ft y, . . . . von einander verschiedene Primzah- 
len sind. Nachdem wir uns davon überzeugt haben, zer- 
legen wir auch die Zahl M in ihre Primzahl-Factoren und 
erhalten etwa: 

wobei «1, /Ji, yi , . . . . von einander verschiedene Prim- 
zahlen bedeuten. Erheben wir beide Seiten dieser ölev- 
chung zum Quadrat, so erhalten wir; 
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М'^ = «f»' ßf^' yf .... 

und indem wir uns erinnern, dass nach der Voraussetzung 
M} durch 'S theilbar ist, wobei 

JV = а /} у . . . , У 

schliessen wir nach Lehrsatz 4 hieraus, dass alle Zahlen 
«5 ft y, . . . . unter der Reihe der Zahlen «i, jSi, yi, . . . . 
sich vorfinden, und dass ihre zugehörigen Exponenten in 
M} nicht Null sind. Folglich sind alle in S enthaltenen 
Primzahlfactoren a, Д y, . . . . auch in M enthalten, mit- 
hin ist Ж durch jede der Primzahlen a, /J, y, . . . . und 
somit (nach Lehrsatz 3) auch durch das Product dersel- 
ben, nämlich durch -W, theilbar, w. z. b. w. 

Bemerken wir z. В., dass 15 nicht durch das Quadrat 
irgend einer Zahl theilbar ist, und dass 15 ein Divisor ist 
von 2025, welche Zahl gleich ist 45*, so können wir 
daraus schliessen, dass 15 auch ein Theiler von 45 sein 
muss. 

7." Lehrsatz. Die Ые Wurzel einer Zahl N kann nur 

dann eine ganze Zahl sein у wenn alle 
Exponenten der in N enthaltenen Prim- 
zahlen Vielfache sind von h. 

Beweis. Die Zerlegung der Zahl N sowohl, als 
auch ihrer Aten Wurzel in Primzahl -Factoren mag etwa 
ergeben : 

N = t^ß^yv 

Erheben wir beide Seiten der zweiten Grieichung zur 
Äten Potenz, so erhalten wir mit Berücksichtigung der er- 
sten Q-leichung folgende zweierlei Zerlegungen einer und 
derselben Zahl К in Primzahl-Factoren : 

]Sf = cffn ßn yp 

jy ^ «Ä«'/Sjn'y*p' 

Nach Lehrsatz 5 müssen aber beide Zerlegungen mit 
einander identisch sein, so dass die Zahlen oc, ß, y, * • • • 
unter den Zahlen der Reihe ai, ßij yij . , . . und ebenso 
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die Zahlen w, w, j?, . . . . unter den entsprechenden Zah- 
len der Reihe hm\ hn', hp\ .... ihre Grleichen haben 
müssen. Dieser letztere Umstand zeigt aber klar, dass 
die Exponenten m, w, ^), . . . . gewisse Vielfache der Zahl 
h sind, was in unserem Lehrsatze behauptet wurde. 

Finden wir z. В., dass 576 gleich ist 2* . 3^, und be- 
merken, dass diese Exponenten 6 und 2 den einzigen ge- 
meinschaftlichen Theiler 2 besitzen, so können wir den 
Schluss ziehen, dass unter allen möglichen Wurzeln der 
Zahl 576 nur die Quadratwurzel allein eine ganze Zahl 
sein kann. 

8. Lehrsatz. Hat eine Zahl N bei ihrer Zerlegung 

in Primzahl' Factor en die Form 

JV = «»»» ^»» yP , 

so beträgt die Summe S aller verschiede- 
nen Divisoren von N 

_ а«И-1_1 /JM-i_l yH-i—l 

"" cc—1 ' ~ß^T' ' "^T ' 

und die Anzahl Л derselben ist 

А =(m + l) (n + 1) {p + 1) .... 

Beweis. Nach Lehrsatz 4 kann die Zahl N, welche 

dem Producte 

a^ (j,n yp ^ ^ ^ ^ 

gleich ist, nur durch Zahlen von der Form 

a^' ßn^ yp' 

theilbar sein , wobei m' <m] n' <п] p' ^p, .... sein 
muss. Alle Divisoren der Zahl N werden daher durch 
alle möglichen Werthe des Productes 

a^' /J»*' yP' , 

welche den Werthen 

w'= 0, 1, 2, . . . ., m — 1, m; 
n'= 0, 1, 2, . . . ., n — 1, n; 
/= 0, 1, 2, , p—lj p; 



8 



14 Einl. § 6. 

entsprechen, bestimmt. Folglich müssen sich alle Diviso- 
ren unter der Reihe von Griiedern finden lassen, welche 
aus der ausgeführten Multiplication der Ausdrücke 
(««+« + «*+... + «•»-1 -f «"*)» 

(y' + У + y' + . . . + y^-^ + y^), 



zxaa. Vorschein kommen. Mitbin wird [*)] die Smnme aller 
möglichen Divisoren der Zahl N durch das Product 

vollständig bestimmt, welches, da 

а — 1 

ö«+i_l 
^0+ ^ + /J« + .... + /J«= ß=r^ 

^^ — 1 



ist, das Product 

aiw+i_l /SH-i—l yP+l— 1 

a— 1 • /J— 1 • y— 1 • • • •' 

ausmacht, wie im Lehrsatze behauptet wurde. 

Was ferner die Amsahl aller Divisoren von N betrifft, 
so wird dieselbe durch die Anzahl der Glieder bestimmt, 
welche beim Ausführen der Multiplication des Productes 

(«0 _j. ^ ^ «2 ^ ^ ^) 

(y' + y + y' + .... + yp).... 



erhalten werden ; oder, was dasselbe ist, durch den Werth 
dieses Productes, wenn darin 

[*) da offenbar auch umgekehrt jedes Glied der ausgeführten Mul- 
tiplication der vorgeschriebenen Ausdrücke ein Divisor von N ist und 
da es ebenso klar ist, dass diese Glieder alle von einander verschieden 
sind,] 
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а = 1, ß = Ij у = 1, . . . . 

gesetzt wird. Mithin ist die АпгаЫ aller Divisoren von 
N genau 

(m + 1) (n + 1) (p + 1) 

w. z. b. w. 

So beträgt z. B. bei der ZeM 72 , welche gleich ist 
2' . 3*, die Smnme aller Divisoren 

2-1 • 3-1 - ^^^' 
während die Anzahl aller Divisoren von 72 

(3 4- 1) (2 + 1) = 12 

ist. Von der Richtigkeit dieser Behauptungen überzeugen 
wir uns, indem wir bemerken, dass alle Divisoren von 72 
die Zahlen 

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72, 

sind, deren Summe gleich 195 und deren Anzahl 12 ist. 

9. Lehrsatz. Hat eine Zahl N bei* ihrer Zerlegung 

in Prim^ahl'Factoren die Gestalt 

JV = ct^ ß^'yP , 

wobei mindestens einer der Exponenten 

9M, n, p, . . . . 

eine ungerade Zahl istf so sind für die 
ZaM N 

i (m + 1) (n + 1) (P + 1) . . . . 
verschiedene Zerlegungen in zwei Fac- 
toren möglich. 

Sind aber sämmtliche Exponenten 
w, w, J}, . . . . 

gerade Zählen, so sind für N 

i (m + 1) (n + 1) (i) + 1) . . . . + i 

Zerlegungen in je zwei Factoren. möglich. 

Beweis. In dem ersten Falle, wenn mindestens einer 
der Exponenten m, w, jj, . . . . ungerade ist , giebt es nach 
Lehrsatz 7 keine einzige Zahl, deren Quadrat gleich wäre 
N] mithin kann N nicht zerlegt werden in zwei Factor en, 
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welche einander gleich wären. Jede Zerlegung der Zahl 
N in zwei Factoren bestimmt somit zwei Divisoren der- 
selben. Daraus erhellt [*)], dass die Anzahl aller möglichen 
Zerlegungen der Zahl N in zwei Factoren die Hälfte von 
der Anzahl aller Divisoren derselben ausmacht, was nach 
dem vorhergehenden Lehrsatze 

i (m + 1) (w + 1) (p + 1) . . . . 
beträgt. 

In dem zweiten Falle, wenn alle Exponenten m,n,2?,.... 
gerade Zahlen sind, wird unter den Zerlegungen von N 
in je zwei Factoren eiwe[**)] solche Zerlegung vorhanden 
sein, bei welcher beide Factoren einander gleich sind, so 
dass dieselbe nur einen Divisor der Zahl N bestimmt. 
Dann liefert aber jede der übrigen Zerlegungen, ebenso, 
wie im ersten Falle, je zwei Divisoren. Bezeichnet man 
also die gesuchte Anzahl der Zerlegungen von JN" in je 
zwei Factoren mit K, so erhält man für die Anzahl der 
Divisoren von N den Werth 

1 + 2 (K—1). 

Nach dem vorhergehenden Lehrsatze ist aber die An- 
zahl der Divisoren von N: 

(»I + 1) (n + 1) (p + 1) . . . . ; 
folglich hat man: 

1 + 2 (ЛГ-1)-= (m + 1) (« + 1) (p + 1) 

woraus wir für die gesuchte Zahl К den Werth 
JT = i(m + 1) (w + 1) (p + 1) . . . . + i 

erhalten, was zu beweisen war. 

So muss z. B. für die Zahl 72, welche gleich ist 2' . 3*, 

ir = i (3 + 1) (2 + 1) = 6 

die Anzahl der Zerlegungen in zwei Factoren sein. 

[*) weU offenbar auch umgekehrt zwei Zerlegungen nicht einen Divi- 
sor gleich haben können, ohne auch in dem anderen Divisor überein- 
zustimmen und somit als eine und dieselbe Zerlegung gezählt zu wer- 
den und folglich alle verschiedenen Zerlegungen lauter von einander 
verschiedene Divisoren liefern J 
[**) und offenbar nur eine]. 
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Indem man die Zerlegungen von 72 in je zwei Fac- 
toren wirklich ausführt, findet man in der That, dass nur 
folgende 6 möglich sind: 

1.72; 2.36; 3.24; 4.18; 6.12; 8.9. 

Für die Zahl 36 dagegen, welche gleich ist 2^ . 3^, 
wird die Anzahl der Zerlegungen in je zwei Factor en 

if = 1(2 + 1) (2 + 1) + i = 5. 

In der That sind für 36 folgende 5 Zerlegungen in je 
zwei Factoren möglich : 

1.36; 2.18; 3.12; 4.9; 6.6. 

[Für die Zahl 1296 = 2* . 3* sind folgende 

i(4 + l)(4+l)+i = 13 

Zerlegungen in je zwei Factoren möglich : 

1.1296; 2.648; 3.432; 6.216; 8.162; 9.144; 12.108; 
16.81; 18.72; 24.64; 27.48; 36.36.] 






§ 7. Ueber Zahlen, welche eine arithmetische Progression 

bilden. 

Bevor wir weiter gehen, wollen wir noch in Bezug 
auf die Theilbarkeit von Zahlen, welche eine arithmetische 
Progression bilden, einen Satz beweisen, den wir hier und 
in der Folge gebrauchen werden. 

10. Lehrsatjs, Ist in einer arithmetischen Progression 

aas mp Gliedern die Diiferenz d re- 
lativ prim zu p, so sind stets m die- 
ser Glieder durch p theilbar. 

Beweis. Die zu betrachtende Progression mag die 
Gestalt haben: 

a, а + d, о + 2d, . . . ., а + (mp~2)d, а + (щ> — 1)^» 

wobei d relativ prim ist zu p. Diese Reihe von Gliedern 
kann man in m folgende Beihen: 

Tcliebyscbeff, Zahlentbeorie. 2 
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а, a+d, a+2f?, ...., a+(p— l)d, 

a+M a+pd+d, a+pd+2d, ...., а+2?й+(2?— 1)(«, 

(3), 

a-^npdy a-^vpd+d, a-^npd-{-2dj ...., a+wp^+(jp — 1)^, 



a-\'{m — l)pdy a-{-(m—l)pd-{-dja-^{m — l)pd-{'2d, ...., a-^(mp — l)d 

vertheilen und es ist leicht sich zu überzeugen, dass jede 
dieser m Reihen ein Glied besitzt , welches durch p theil- 
bar ist. Um dieses einzusehen, betrachten wir unter den 
m Reihen die allgemeine derselben 

a-^-npdj a-i-npd-^d, a-\-npd-{-2dj , a-{-npd-^(p — l)d, 

in welcher n eine der Zahlen bedeutet zwischen Null und 
m — 1. In dieser Reihe können nicht zwei Glieder existi- 
ren, welche nach Division derselben durch p gleiche Reste 
liefern sollten , weil dann die Differenz zweier solcher 
Glieder durch p theilbar wäre, was unmöglich ist. Denn 
die Differenz irgend zweier Glieder dieser Reihe ist durch 
ein Product 1c . d darstellbar, wobei d, nach der Voraus- 
setzung, relativ prim zu p ist, während für к die Bedin- 
gung besteht Je <ср, so dass diese Differenz к . d nach 
Lehrsatz 2 durch p nicht theilbar sein kann. Sind nun 
die Reste, welche nach der Division der einzelnen Glie- 
der der Reihe 

a+wpd, a-^npd-^dj a-f-t2^d+2d, , a-4-w/?d+(^ — l)d 

durch p erhalten werden, alle von einander verschieden, 
so dass nicht mehr als ein solcher Rest der Null gleich 
sein kann, so wird andererseits einer dieser Reste unbe- 
dingt Null sein müssen. Denn würden wir das Gegen- 
theil annehmen, und bemerken, dass für die Reste, welche 
eine Zahl überhaupt nach der Division derselben durch p 
liefern kann, ausser der Null nur noch die p — 1 möglichen 
Werthe 

1, 2, 3, . . . ., p — 1 
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übrig bleiben, so würden wir zugeben müssen, dass i^ter 
den p Resten, welche die p Glieder der Reihe 

a-\-npd, a-\'npd-{-d, a+Wjpd+2d, . . . ., a-\-npd-]~(p — l)d 

nach ihrer Division durch p liefern, mindestens zwei ein- 
ander gleich seien , was nach dem oben Bewiesenen un- 
möglich ist. 

Haben wir uns auf diese Weise überzeugt, dass in 
der dllgemeinen Reihe 

a'\-npdj a+wpd-f-d, a-{-npd-{-2dj . . . ., a-\-npd-\-(p — l)d 

und folglich in jeder Reihe des Reihensystems (3) die An- 
zahl derjenigen Glieder , welche durch p theilbar sind 
gleich 1 ist, so schliessen wir, dass in allen m Reihen (3) 
zusammen genau w Glieder durch p theilbar sind. Die 
Gesammtheit der Reihen (3) stellt aber, wie wir gesehen 
haben, die von uns betrachtete Progression aus mp Glie- 
dern 

a, a-\-d, a-\-2dy . . . ., a-\-{mp—2)dj a-\-(mp—l)d 

dar, und so folgt daraus die Richtigkeit unseres Satzes. 

Aus diesem Satze lässt sich ohne Schwierigkeit fol- 
gender Lehrsatz herleiten: 

11. Lehrsatz, Ist а eine Frimisahl und А relativ 

prim zu a, so verhält sich in der 
Reihe der Zahlen 

1, 2, 3, , aAN—\, aAJS 

die Anzahl derjenigen ihrer Glieder^ 

welche relativ prim sind zu -4, zur 

Anzahl solcher Glieder^ welche zugleich 

zu А und zu а relativ prim sind^ 

гте а zu а — 1[*)]. 

Beweis. In der Arithmetik wird bewiesen, dass der 

grösste gemeinschaftliche Theiler zweier Zahlen X und А 

zugleich auch der grösste gemeinschaftliche Theiler ist 

von А und von dem Reste, welcher nach Division von X 



[*) Bezeichnet man die Anzahl derjenigen Glieder der genannten 
Reihe, welche relativ prim sind zu A^ etwa mit % und die Anzahl 
derjenigen, welche zu А und zu а relativ prim sind, mit a, so ist 

51 : = а : (a — 1)]. 

2* 



20 Einl. § 7. 

durch А erhalten wird[*)]. Daraus folgt, dass wenn X 
und А keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen, dann 
auch der Rest bei der Division von X durch А ebenfalls 
relativ prim zu А sein muss und umgekehrt ; ist der Rest 
bei der Division von X durch А relativ prim zu A, so ist 
auch X relativ prim zu A. Weil aber der Rest bei der 
Division irgend einer Zahl durch А immer kleiner sein 
muss als A, so wird der Rest der Division von X durch 
Aj wenn X relativ prim ist zu -4, immer eine der Zahlen 
sein, welche kleiner als А und relativ prim sind zu A. 
Mögen nun 

die Zahlen sein, welche kleiner als А und relativ prim zu 
А sind; dann ist es. leicht die Gestalt einer Zahl X so 
zu bestimmen, dass der Rest der Division derselben durch 
А einer der Zahlen «', a", a'", . . . ., «(»*> gleich werde. 
Damit z. B. eine Zahl X nach Division durch А den Rest 
а liefere, bezeichnen wir den Quotienten der Division von 
X durch А mit m' und erhalten für X, indem wir den 
Dividendus der Summe des Productes von Divisor und 
Quotienten plus dem Reste gleich setzen, folgende Formel : 

X =5= «'+ m'A. 

Ebenso finden wir für die Zahlen, welche nach Division 
durch А die Reste a", «'", . . . . , «("> liefern die analogen 
Formeln : 

X = a'+m"'A; X = a'"+m'M; ; X = aC*) + m(»»U. 

ffithin werden alle Zahlen, welche nach Division durch 
А die Reste «', «", a'", .... «(♦*) liefern und somit nach 
dem oben Bemerkten relativ prim zu А sind, in der Form 

X=a'+m'^; X = a'' +т''А] X = a"'+m"'A] ; 

X = «("> + w<»»)-4 

[*) Der Beweis hierfür erfordert bekanntlich nur die Bildung eines 
Systems von Gleichungen , das dem bei Lehrsatz 1 pag. 6, aufgestellten 
ähnlich ist und durch die wirkliche successive Division zwischen Z, Л 
und den aufeinanderfolgenden Resten entsteht. Es wird dann der letzte 
Rest r„ der grösste gemeinschaftliche Theiler, woraus die obige Be- 
hauptung unmittelbar erhellt] 



Einl. § 7. 21 

dargestellt werden. Mit Hülfe dieser Formeln können wir 
nunmehr leicht die Richtigkeit unseres Lehrsatzes beweisen. 

Zu dem Ende bestimmen wir nach diesen Formeln 
alle Zahlen , welche kleiner als aÄN und relativ prim zu 
А sind, indem wir den Grössen w', m!\ m"\ . . . ., m^**) die 
Werthe 0, 1, 2, 3, etc. beilegen und zwar so lange fort- 
gesetzt, als nur die durch diese Formeln bestimmten Zah- 
len die Zahl aÄn nicht übertreffen. 

Auf diese Weise finden wir, dass alle Zahlen, welche 
kleiner als aAN und relativ prim zu Ä sind, durch die 
Zahlen 

а , а' +A, а +2A, , а' +{aN—l)A, 

а" , а" +А, а" -\-2А, , а" +(aN—l)A, 

а'" , а'" + А, а'" + 2А, , а'" + (aN—l)A, 

«(-), а^^У+А, «(♦»>+ 2 J., , a^*^)+ (aN—l)A 

repräsentirt werden, deren Anzahl, wie man leicht ersieht, 
genau aNn beträgt. 

Jetzt ist es aber auch leicht die Anzahl derjenigen 
Zahlen zu bestimmen, welche kleiner als aAN und relativ 
prim sind zu А und zu a. Dazu genügt es, unter den 
ebengefundenen Zahlen, welche relativ prim zu А sind, 
die Vielfachen von a, auszuscheiden; denn, da a, nach 
Voraussetzung, Primzahl ist, so sind alle durch а nicht 
theilbaren Zahlen, nach § 3, relativ prim zu a. Nach dem 
vorhergehenden Lehrsatze sind aber unter den aN Glie- 
dern der ßeihe 

«', tt'-\-A, a'-\-2Ä, «'+ЗЛ, , tt'+(aN—l)A, 

JT Glieder enthalten, welche durch а theilbar sind; folg- 
lich ist in diesem Falle die Anzahl derjenigen GUeder, 
welche zu а relativ prim sind, aN — N, oder (a — 1)N. 
Dasselbe bemerken wir bei den übrigen Beihen : 

аГ , а" +A, а" +2A, , с/' +(aN—l)A, 

«"', сГ'+Ау «"' + 2-1, ...., cr + {aN—l)A, 

«<«>, «(••>+ -ä, «<••)+ 2^, , «(••)+ (aJ^— 1)4. 
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Daraus folgt, dass die Anzahl aller Zahlen, die kleiner 
als aÄn und relativ prim sind zu А und a, gleich ist 
(a — l)^w. Folglich verhält sich diese Anzahl zu der oben 
gefundenen Anzahl aAn aller Zahlen, die kleiner als aAN 
und relativ prim zu А sind, wie (a — 1) zu a[*)], was wir 
beweisen wollten. 

Mit Hülfe der oben bewiesenen Lehrsätze, sind wir 
nun im Stande folgenden Lehrsatz zu beweisen. 

12. Lehrsatz, Hai eine Zahl N bei Zerlegung in 

Prirmsalüfactoren die Gestalt 

]Sf ^CCtn ßn yp jjr^ 

so stellt 

а ß у я 

die Anzahl aller Zahlen dar, welche 
kleiner als N und relativ prim zu N 
sind [**)]. 

Beweis. Mit Hülfe der vorhergehenden Lehrsätze 
kann man leicht zeigen, wie viel Zahlen es in der Reihe 

1, 2, 3, , «»« /5" yP яГ 

giebt, welche zugleich relativ prim sind zu a, zu /3, zu y, 
.... und zu Ä. Zu diesem Zwecke schreiben wir diese 
Reihe in Gestalt einer arithmetischen Progression mit der 
nifferenz 1, und zwar so: 

1, 1 + 1, 1 + 2 . 1, , 1 + (««»«-1 /?«yP зг^— 1). 

Nach Lehrsatz 10 schliessen wir, dass die Anzahl derje- 
nigen Griieder dieser Reihe, welche durch а theübar sind, 



['*') Bezeichnen wir also unter den Zahlen, welche kleiner als aAn 
sind, die Anzahl derjenigen, welche zu А und а relativ prim sind, mit а 
und die Anzahl derjenigen, die nur zu А relativ prim sind, mit Щ, so 
ist % = aNn; а = {a^\)Nn, also: 21 : а = a: (a — 1)]. 

[**) Bezeichnet man also, wie nach Gauss in der Zahlentheorie üblich 
geworden , die Anzahl aller Zahlen , welche kleiner als eine Zahl N 
und relativ prim zu N sind, mit 9p (ЛГ) und ist N = се"'/Гу'....я*', so 
ist immer 

a>(N) = N ^ t. 1 
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^m-i ^» yP . . . . jt»* sein wird [*)] , und somit werden alle 
übrigen Glieder dieser Reihe, deren Anzahl 

«♦» /3*» yP . . . . зг*" — a*»*-^ /3" yP . . . . л:»* = a~ /5»* yP . . . . я** . ^^^ 

ist, relativ prim sein zu а (s. § 3). In der Reihe 

1,2, 3, , «»"/5" yP ie 

sind also genau 

«—1 
«♦" /3»* yP те , 

а 

Griieder relativ prim zu a. 

Daraus folgt nach Lehrsatz 11, dass die Anzahl der 
Griieder, welche zugleich relativ prim sind zu а und zu /J, 
oder, was dasselbe ist, zum Producte а /5, genau 

a— 1 /3—1 

«»» /?** yp ie . . — -— 

а ß 

beträgt [**)]. Wissen wir nun, dass in der Reihe 

1, 2, 3, . . . ., a"» /3»» yP . . . . Ä*^ 

die Anzahl der Glieder, welche relativ prim zu der Zahl 
aß sind, 

a—1 ß—1 
а ß 

beträgt, so schliessen wir ferner daraus nach demselben 
Lehrsatz 11 , [indem man dort А = aß und а ^= у setzt], 
dass in derselben Reihe die Anzahl der Glieder, welche 
relativ prim sind zu aj3y genau 

a—1 /3—1 y— 1 

«^ /3« yP 7f . . ^—— . 

^ ^ « /3 у 

beträgt ; u. s. w. Auf diese "Weise finden wir endlich, 
dass die Anzahl der Glieder, welche relativ prim sind zu 
aßy . . . . Ä genau 



[*) Man braucht nur in Lehrsatz 10 die Werthe p = а und 
m = a"^^ ß^ yp .... Я»' einzusetzen]. i'b c; .t:>'.;*rr')cf 

[**) Man braucht nur in Lehrsatz 11 in 4ог]Гог^д?1);3(<^)ФФ(^:|^в-Ю> 

oder а = Ш^ die Werthe А = <rjr а pf /9r^u sptzjax]. | 
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а— 1 ß — 1 у — 1 Ä 



а"» /3»* yP . . . . я^ . 



• • • • 



л • » - • 

ару jr 

beträgt. 

Somit haben wir die АпгаЫ der Zahlen, welche rela- 
tiv prim zu aßy л und kleiner als a^ß^'f iC sind, 

bestimmt. Es ist aber dieses vollkommen gleichbedeutend 
mit der Anzahl derjenigen Zahlen, welche relativ prim sind 
zu iV, oder, was dasselbe ist, zu «"* j3** yP . . . . jr*", die wir ei- 
gentlich suchen; weil alle Zahlen, welche zu a^ß^y'^ — я;*' 
relativ prim sind , auch relativ prim zu cc ßy , , , ,7t sein 
müssen und umgekehrt. Davon überzeugen wir uns durch 

den Umstand, dass sowohl zu cc^^ß^yP зг^, als auch zu 

aßy ж irgend eine Zahl relativ prim sein wird, wenn 

in ihren Bestandtheilen keine der Zahlen cc,ßfy, , » als 

Factor vorkommt und im entgegengesetzten Falle wird 
dieselbe weder zu «♦" /3*» yP — я*", noch zu aßy ä rela- 
tiv prim sein. 

Es giebt also wirklich der Ausdruck 

a—1 ß—1 y— 1 Я— 1 
aßy ж 

genau an, wie viele unter den Griiedem der Reihe 

1,2, 3, ....,а*»/3^уР....я^ 

relativ prim sind zu a^ ß*^yP . , ..Tt^j was bewiesen werden 
sollte. 

Um z. B. zu erfahren wie viel Zahlen kleiner als 36 
und relativ prim zu 36 sind, zerlegen wir 36 in Primzahl- 
factoren. Indem wir nun finden, dass 36 = 2^.3* ist, 
schliessen wir nach unserem bewiesenen Lehrsatze, dass 
die Anzahl aller Zahlen, welche kleiner als 36 und relativ 
prim zu 36 sind, genau 

о 1 q 1 

2^3^^.^ = 12 

beträgt. In der That finden wir unter allen Zahlen von 
1 bis 36 folgende 12 Zahlen 

1, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 26, 29, 31, 35, 
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die relativ prim sind zu 36; alle übrigen 23 Zahlen 

2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 16, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 

27, 28, 30, 32, 33, 34, 

besitzen mit 36 gemeinschaftliche Theiler. 

ffiermit schliessen wir nun die Auseinandersetzung 
derjenigen Eigenschaften der Zahlen, welche für die Be- 
gründung des Folgenden nothwendig sind und gehen nun- 
mehr zu der Untersuchung der Congruenzen über. 



Eapitel L 

Ueber Congruenzen im Allgemeinen. 



§ 8. Ueber den Begriff einer Congruenz. 

Die Theorie der Congruenjuen hat zum Gregenstand ih- 
rer Untersuchungen diejenigen unbestimmten Grieichungen, 
welche eine der Unbekannten in der ersten Potenz ent- 
halten. Die allgemeine Gestalt solcher Grieichungen ist 

F(Xj y, ^, . . . .) = Äu + Б j 

wobei F eine gegebene Function bedeutet und Ä, wie В 
bestimmte Zahlen sind. Da solche Grieichungen sehr oft 
gebraucht werden, so hat man für dieselben eine besondere 
Bezeichnung eingeführt, welche auf folgender Betrachtung 
beruht. Es ist nämlich leicht zu bemerken, dass, bei der 
Unbestimmtheit des Werthes der Zahl w, die Grieichung 

F{x, y, AT, . . . .) = Äu + Б, 

auf die Form 

F{x, y, j g, ) — B 

_ = ,, 

gebracht, nichts Anderes besagt, als die Theilbarkeit der 
Differenz F{x, y, jsfj , . . ,) — В durch Ä. Man kann daher 
diese Grieichung auch so schreiben: 

F{Xf y, J3j . . . .) = В (Mod. Ä) , 

indem man nämlich ein für alle Mal mit dem Zeichen =, 
welches zwischen zwei Zahlen gesetzt wird, die Theilbar- 
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keit der Differenz dieser ЕаЫеп durch eine dritte ЕаЫ, 
welche letztere mit voranstehendem Worte Mod. [Abkür- 
zung von „modulo^] in runden Klammern beigesetzt wird, 
ausdrückt. 

So werden wir z. B. , um die Theübarkeit der Diffe- 
renz 17 — 5 durch 3 auszudrücken, es so schreiben: 

17 = 5 (mod. 3). 
Ausdrücke von dieser Gestalt: 

M = N (mod. Ä) 

sind nun bekannt unter dem Namen „Congruen^en^j 
die Zahlen M und N nennt man „einander congruent^ 
nach dem Modul -4, die Zahl А heisst „der Modul der 
Gongruen^,^ [Man drückt damit aus, dass die Differenz 
beider Zahlen M und N nach Division durch А den Rest 
Null liefert. Hat man anstatt einer Zahl M die Zahl N 
gesetzt, so hat man einen Fehler von M — N gemacht. 
Kommt es jedoch bei einer gewissen Aufgabe nicht auf 
die Zahl selbst, sondern nur auf ihren Rest an, welchen 
man erhält nach der Division derselben durch A, so hat 
man durch ein solches Ersetzen von M durch N gar kei- 
nen Fehler verursacht, wenn die Differenz M — N nach 
Division durch А überhaupt keinen Rest giebt. Es ist 
also in solchem Falle gleichgültig, ob man M oder N 
nimmt. Diese Aequivalenz von M und N in Bezug auf 
ihre Theübarkeit durch А ist es also, welche man mit 
dem Ausdrucke : „M und N sind einander congruent, oder 
M ist congruent N nach dem Modul A'^ aussagen will]. 
Uebrigens können die Zahlen, deren Congruenz behauptet 
wird, positiv oder negativ sein; in allen Fällen bedeutet 
der Ausdruck 

Ж = JV (mod. A) 

die Theübarkeit der [sogenannten] algebraischen Differenz 
M — jy durch A. Die Zahl A^ d. h. den Modul der Con- 
gruenz, werden wir dagegen immer positiv voraussetzen. 

Wir bemerken zunächst, dass nach der eben ausein- 
andergesetzten Bezeichnung immer 

M^r (mod. A) 
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sein wird, wenn т der Rest der Division von Ж durch А 
ist; denn bezeichnen wir mit g den Quotienten der Divi- 
sion von M durch А und setzen den Dividendus gleich 
der Summe des Productes von Divisor und Quotienten 
plus dem Reste, so erhalten wir 

Jf = J.g + r, 

woraus sofort erhellt, dass die Differenz von Ж und r 
durch А theilbar ist. 

Es ist nicht schwer sich auch von der Richtigkeit der 
Umkehrung zu überzeugen; nämlich, dass, wenn bei posi- 
tiven Ж und r die Zahl r kleiner als А und congruent 
ist Ж nach dem Modul -4, dann r der Rest der Division 
von Ж durch А sein muss. Denn aus der Congruenz 

Ж = r (mod. A) 
folgt 

Ж— r 

wobei 3 irgend eine ganze Zahl ist; mithin ist 

Ж = ^g 4- ^; 

und diese Grieichung stellt, bei r <: -4 und r > 0, die Zahl 
T als Rest der Division von Ж durch А dar. 

Aus dem Umstände nun, dass der Dividendus immer 
congruent ist dem Reste, wenn der Divisor als Modul ge- 
nommen wird, folgern wir als speciellen Fall, dass wenn 
Ж durch А ohne Rest theilbar ist, dann 

Ж = (mod. A) 
sein wird. 

Aus diesem G-runde werden wir häufig sagen : 

j^eine Zahl sei congruent NuU nach dem ЖойиХ A^, 

anstatt zu sagen : 

die Zahl ist durch А theiSbar, 
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§ 9. Ueber die Eigenschaften der Congruenzen von Zaiilen. 

Aus dem auseinandergesetzten Begriffe von Congruen- 
zen ist es nun leicht folgende Eigenschaften derselben di- 
rect herzuleiten: 

1. Zwei Zahlen j welche einer und derselben dritten 
Zahl nach irgend einem Modul congruent sind, sind 
auch nach demselben Modul unter einander congruent. 

Sind 

if = JV (mod. ^) , 

M:=N (mod. A) , 

so muss auch in der That 

Ж = Ж' (mod. Ä) 
sein. 

Denn die Congruenzen M = N (mod. A) und М' =. N 
(mod. A) setzen die Theilbarkeit von M—N und M' — N 
durch А voraus ; folglich ist А auch ein Theiler der Diffe- 
renz dieser Differenzen, d.h. von M — M\ Die Theilbar- 
keit dieser letzten Differenz M — M' durch А wird aber 
durch die Congruenz 

M = M (mod. A) 
ausgedrückt. 

2. In ähnlicher Weise те bei Gleichungen , "können 
auch bei Congruenzen die Glieder von der einen 
Seite nach der anderen {mit umgekehrten Voriseichen) 
geschafft werden, 

Ist z. B. 

Ж + Ж' = JV (mod.^), 

so ist auch 

M = N—M(mo^.A). 

In der That drückt die Congruenz M-\-M=iN(modL.A) 
aus, dass M -f- M — N durch А theilbar ist. Die Grösse 
M-^-M—N kann man aber auch so als Differenz schrei- 
ben: M — {N—M') und die Theilbarkeit dieser Differenz 
durch А wird durch die Congruenz M = N — Ж (mod. A) 
ausgedrückt. 

3. Zwei oder mehrere Congrueneen mit einem und dem- 
selben Modul können gliedweise zu einander addirf 
oder von einander subtrahirt werden. 
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Sind nämlich 

M=N (mod. A), 

M=N' {mod.A), 
so ist auch 

M±M' = N±N' (mod. Ä), 

Davon überzeugt man sich leicht, wenn man bemerkt, 
dass die Congruenzen M = N (mod. Ä) ; Ж' = N' (mod. Ä) 
die Theilbarkeit der Differenzen M — JV, resp. M — N' 
durch Ä voraussetzen. Daraus folgt aber die Theilbar- 
keit von M — N ± {M' — N') oder , was dasselbe ist , von 
3I± M' — {N± N) durch Ä ; die Theübarkeit von 
М±М — {К±1Г) durch А drückt man aber durch die 
Congruenz M± M'=N±N' {mod, A) aus, was wir bewei- 
sen wollten. 

Von der Vereinigung zweier Congruenzen ist es nun 
leicht zu einer Vereinigung von drei, vier und mehr sol- 
cher überzugehen. 

4. Die Glieder einer Congruenis Jcönnen mit einer und 
derselben Zahl multiplicirt werden. 

Besteht also die Congruenz 

M = N (mod. A), 
so ist auch 

k.M=k.N {moA.A). 

In der That erhalten wir, indem wir auf Grund der 
vorhergehenden Eigenschaft, к gleichlautende Congruen- 
zen M = N (mod. A) gliedweise zu einander addiren , als 
Resultat : кМ = kN (mod. A) , wodurch die Berechtigung, 
die Griieder einer Congruenz mit einer beliebigen ganzen 
positiven Zahl zu multipliciren , bewiesen ist. Was nun 
das Multipliciren mit einer negativen Zahl betrifft, so be- 
merken wir, dass wenn кМ = kN (mod. A) ist, so ist auch 
— АЖ = — kN {mod. А)] denn die erstere Congruenz sagt 
aus, dass die Zahl кМ — kN durch А theilbar ist; dann 
ist aber auch noch dieselbe, mit negativen Vorzeichen ge- 
nonunene Zahl , d. h. — кМ + kN durch А theilbar. Die 
Theilbarkeit dieser letzteren drückt man nun durch die 
Congruenz — кМ = — kN (mod. A) aus. 
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[Letzteres kann auch mit Hülfe von Eigenschaft (2) 
bewiesen werden; oder auch auf Grrund von (3) und 
zwar in derselben Weise wie für ein positives Ä, indem 
man nämlich zuerst к -\- 1 gleiche Congruenzen zu ein- 
ander addirt und dann die Summe von der ursprünglichen 
subtrahirt. Uebrigens ist oben § 8 bei der Erklärung des 
Begriffes der Congruenz bereits gesagt worden : es dürfen 
die Zahlen M und N auch negativ sein und es sei über- 
haupt immer von einer algebraischen Differenz die Rede.] 

6. Zwei oder mehrere Congruensen mit einem und dem- 
selben Modul können gliedweise mit einander multi- 
plicirt iverden, 

Bestehen nämlich die Congruenzen 

M = N (mod. A) 
M' = N' (mod. A) 
M"=N"lmod,Ä), 

m 

Ш 

• 

so ist auch 

MM' M" .... = NN' ir\... (mod. Ä). 

In der That drücken die ersten zwei Congruenzen 
M=N(moA.A) und Jtf = iV'(mod.A) die Theilbarkeit der 
Zahlen M — N und M' — N' durch Ä aus. Bezeichnet man 
die Quotienten bei diesen Divisionen mit g, resp. q\ so 
erhält man 

M—N M'—N' 

woraus folgt: 

M = Aq + N, 31' = А^+ N'. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit einander, so er- 
hält man die Gleichung 

MM' = A\q' + A{qN'+ q'N^ + NN', 
oder 

MM'—NN'= A'qq'+ A(qN'+ q'N), 

welche die Theilbarkeit der Differenz MM'— NN' durch 
А aussagt, und folglich gleichbedeutend ist mit der Con- 
gruenz 
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MM' = NN' (mod. Ä). 

Multipliciren wir dieses gliedweise Product der ersten 
zwei Congruenzen wiederum gliedweise mit den Griiedem 
der dritten Congruenz M" = N" (mod. A) und so fort , so 
gelangen wir zu der Congruenz 

MM'M". . . . = NN'N". . . . (mod. A). 

Corollar. Nehmen wir speciell an, es sei: 

M = Ж'= Ж"= . . . . ; 

und bezeichnen mit к die Anzahl der gleichen Zahlen 

Ж, M\ Ж", und Nj N', N"...,, so finden wir noch, 

dass man aus der Congruenz 

M = N (mod. A) 
immer 

Ж*= N^{moi.Ä) 

folgern kann. 

Auf Grrund dieser Eigenschaften können wir nun fol- 
genden aHgemeinen Satz aussprechen: 

6. Die Werthe einer ganzen Function mit ganeen 
Coefficienten von ^wei Zahlen^ welche nach irgend 
einem Modul congruent sind, sind selbst nach dem- 
selben Modul einander congruent. 

Ist nämlich 

M=N (mod. Ä) 

und bedeutet f(x) eine ganze Function von x, etwa 

f(x) = ax"^ + bic^*-! 4- cx'^-^ + + jPä; + ä> 

wobei a^b^c, p^q und m ganze Zahlen sind, so ist auch 

f{M) = f{N) (mod. A). 

In der That folgen nach dem eben Bewiesenen, aus 

Ж = JV (mod. A) 
die Congruenzen 

M"' = N'^'j Ж"»-! = №*-! ; Ж«-2 = JV«»-» ; (mod. A) , 
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woraus wir durch beziehungsweise Multiplication mit 
a, &, c, . . . . erhalten: 

(mod. Л). 

pM =pN 
q = q 

Addirt man die letzterhaltenen Congruenzen gliedweise 
und bezeichnet: 

aN^ + Ь-№»-1 + cJV«-2 + . . . +i>J/ + g = f{N)^ 

so erhält man 

/•(JM) = /-(JV)(mod.^), 

was wir beweisen wollten. 

7. Die Glieder einer Congruenz können durch einen 
etwaigen gemeinschaftlichen Factor derselben gekü/rzt 
(dividirt) werden ^ wenn ein solcher Factor relativ 
prim ist zum Modul der Congruenz, 

Ist also 

UM = UN (mod. A) , 

wobei к relativ prim ist zu A^ so ist auch 

Ж= JV(mod.^). 

In der That setzt die Congruenz кМ = kN (mod. A) 
die Theilbarkeit von кМ — kN^ oder k{M — N) durch А 
voraus. Darin ist aber, wenn к relativ prim zu А ist, 
nach Lehrsatz 2, die Voraussetzung der Theilbarkeit von 
M — N durch А enthalten, welche durch die Congruenz 
M = N (mod. A) ausgedrückt wird. 

8. Ist eine Seite einer Congruenz und der Modul der- 
selben durch eine und dieselbe ZcM theilbar, so muss 
auch die andere Seite der Congruenz durch dieselbe 

Tchebyseheff, ZaMentheorie. 3 
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Zahl {heilbar sein, wenn die Congruenz überhaupt 
möglich sein soll. 
Ist nämlich die Congruenz 

M^JcN (mod. Ы) 

gegeben, so muss M durch h theilbar sein, wenn die Con- 
gruenz richtig sein soll. 

Die gegebene Congruenz sagt nämlich, dass die Diffe- 
renz M — JoN durch JcÄ theilbar ist. Bezeichnet man nun 
mit q den Quotienten dieser Division, so erhält man 

M^hN 

woraus folgt: 

M = 1c(N^Aq), 

wodurch die Theilbarkeit von M durch h erhellt. 

9. Ein gemeinschaftlicher Factor der Glieder einer 
Congruenz und des Moduls derselben kann wegge-- 
lassen werden, 
Ist also 

TcM^hN {moLTcA), 
so ist auch 

M^N (mod. A). 

Die Congruenz hM = JcN (mod. ЪА) sagt nämlich die 
Theilbarkeit von кМ — kN durch к А aus; aber die Zahl 

kM—kN _ 
к А ~* 
kann auf die Form 

M—N 

zurückgeführt werden. Die Theilbarkeit von M — N durch 
А wird aber durch die Congruenz 

-af=jV(mod.^) 
ausgedrückt. 

10. Zwei oder mehrere Zahlen ^ welche tmter einander 
congruent sind in Bezug auf mehrere Moduln^ die 
relativ prim zu einander sind^ sind auch congruent 
in Bezug auf das Product dieser Moduln. 
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Sind z.B. die Congruenzen 

M=N(moA.A) 
M=N (mod. Л') 

gegeben, wobei Ä^ A' relative PrimzaHen sind, so ist auch 

Ж = JV^(mod.^.^')- 

Denn in den Congruenzen M= N (mod. Ä) und M^N 
(mod. J.') wird ausgesagt, dass die Differenz M — N so- 
wobl durch Ä als durch Л' theilbar ist. Sind aber А 
und A' relativ prim zu einander, so ist in dieser Theil- 
barkeit durch А und -4.', nach Lehrsatz 3, die Theilbar- 
keit durch das Product AA' enthalten, was man durch 
die Congruenz M = N (mod. А А') ausdrückt. 

Hat man nun mehrere Congruenzen 

M = N(moä. A), M= N{mod. A'), M = N(mod. A"), . . . ., 

wobei alle Zahlen A, A\ -4", .... unter einander relativ 
prim sind, so findet man zunächst, durch die Vereinigung 
der ersten zwei Congruenzen : Ж = JV (mod. А А') ; durch 
Vereinigung dieser letzteren mit M ^ N (mod. A") erhalten 
wir dann M ^ N (mod. А А' А") u. s. w., worin die ausge- 
sprochene Eigenschaft enthalten ist[*)]. 

11. Ohne die Bichtigkeü einer Congruenz 0U beeinträch- 
tigen , kann man den Modul derselben durch jede 
Zahl ersetzen, durch welche derselbe theilbar ist. 

So ist z. В., wenn 

M^N (moi. А A") 

gegeben ist, auch 

M^N (mod. A). 

Multiplicirt man in der That (nach 4) beide Seiten 
der gegebenen Congruenz mit A'^ so erhält man 

A' M = A' N (moi. A' A). 
Nach der obenerwähnten Eigenschaft (Nr. 9) der Congruenzen 



[*) Es folgt diese Erweiterung für mehrere Congruenzen auch di- 
rect aus dem erweiterten Lehrsatz 3]. 

3* 
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kann ein gemeinschaftlicher Factor in beiden Seiten der 
Congruenz und im Modul zu gleicher Zeit stets wegge- 
lassen werden. Lässt man nun im Ä'M = Ä'N (mod. A'A) 
den Factor A^ tiberall weg, so erhält man M= N (mod. A), 
w. z. b. w. [*)]. 

Dieses sind nun die Haupteigenschaften von Congruen- 
zen je zweier Zahlen unter einander, welche uns zur Lö- 
sung solcher Congruenzen dienen werden, die eine oder 
inehrere Unbekannte enthalten. Zu dieser Lösung wollen 
wir jetzt übergehen. 



§ 10. Ueber die Lösung von Congruenzen. 

"Wir haben gesehen, dass die Glieder einer Congruenz 
von der einen Seite derselben nach der anderen geschafft 
werden können. Denken wir uns alle Griieder nach einer 
Seite der Congruenz geschafft, so haben wir dieselbe auf 
die Grestalt 

f{Xj y, ;Sf, ....) = (mod. p) 

zurückgeführt, wobei f irgend eine Function, p eine gege- 
bene Zahl, welche als Modul angenommen wird und л?, у, z, .... 
unbekannte Zahlen bedeuten. 

"Wir werden unsere Untersuchungen mit den einfach- 
sten Congruenzen beginnen; mit solchen, nämlich, welche 
nur eine Unbekannte enthalten, und wollen zunächst den 
Fall betrachten, in dem die in der Congruenz vorkommende 
Function eine ganze, mit ganzzahligen Coefficienten ist. 

bidem wir uns auf Congruenzen solcher Art beschrän- 
ken, beweisen wir für dieselben folgenden 



[*) Der Beweis ist mit Absicht so geführt, um eine Anwendung 
der obigen Eigenschaften zu veranlassen; man kann aber offenbar die 
Bichtigkeit dieser Eigenschaft, wie dieses bei den obigen Eigenschaften 
oft geschehen ist, auch direct so zeigen : Die Congruenz 3f=iV^(mod.^^') 
setzt die Theilbarkeit von M — N durch AA ' voraus, worin die Vor- 
aussetzung der Theilbarkeit durch А enthalten ist; die Theilbarkeit 
von M — N durch А wird aber durch die Congruenz ЛГ = N(mod.A) 
ausgedrückt.] 
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13. Lehrsatz. Befriedigt x = а eine Congruenjsf 

f{x) = (mod.p), 

so befriedigen dieselbe auch alle Zah- 
len, welche congruent sind а nach dem 
Modul p*). 

Beweis. Nach den im vorigen Paragraphen bemerk- 
ten Eigenschaften der Congruenzen (s. daselbst Nr. 6), 
folgt aus 

X = а (mod. p) 
die Congruenz 

f{X)=f{a) (mod.i)). 

Nach der Voraussetzung befriedigt aber а die Congruenz 
f(x) = (moi.p)j folglich ist 

f(a) = (mod. p) 

und nach Nr. 1 des vorigen Paragraphen folgt in unserem 
Falle aus f(X) =f(a) {mod..p) auch die Congruenz 

/•(X) = 0(mod.i)), 

was zu beweisen war. 



§ 11. Ueber die kleinsten Reste. 

Wir haben soeben gesehen, dass wenn der Congruenz 

f(x) = (mod. p) 

eine Zahl а genügt, derselben Congruenz auch alle Zahlen 
genügen müssen, welche der Zahl а nach dem Modul p con- 
gruent sind. Welche Zahlen sind es nun, die congruent 
sind а nach dem Modul p? Um diese Frage zu beant- 
worten, brauchen wir nur zu bedenken, dass Zahlen unter 
einander nach einem Modul p congruent sind, wenn ihre 
Differenz durch p ohne Rest theilbar ist ; so wird also X 
eine Zahl sein, welche congruent ist а nach dem Modul p, 



*) Hier sowohl, als überhaupt in dem Folgenden, wollen wir unter 
den Zeichen f{x) , F{x) , g>(x), .... ganze Functionen mit ganzen 
Coefficienten verstehen. 
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wenn die Differenz zwischen X und а durch p theübar 
ist. Bezeichnet тал den Quotienten der Division von 
а — X durch p mit N, so erhalten wir 

P 

woraus für X folgt: 

X = a—pN. 

Dieses ist die allgemeine Formel für alle Zahlen X, 
welche einer Zahl а nach dem Modul p congruent sind. 
Ertheilt man nun hierin der Zahl N verschiedene Werthe, 
sowohl positive, als negative, so erhält man eine unend- 
liche Menge von Zahlen, welche alle congruent sind а nach 
dem Modul p. 

Unter allen Zahlen, welche einer Zahl а nach dem 
Modul p congruent sind, verdienen zwei eine besondere 
Aufmerksamkeit : 

1) diejenige positive Zahl, welche unter, allen nach 
dem Modul p der Zahl а congmenten Zahlen die kleinste 
ist; dieselbe ist bekannt unter dem Namen des 

„Meinsfen positiven Bestes der Zahl а nach dem 
Modul p^ ; 

2) diejenige negative Zahl, welche unter allen nega- 
tiven, der Zahl а nach dem Modul p congmenten Zahlen 
den kleinsten Zahlenwerth hat ; diese ist unter dem Namen 

des 

y^kldnstefn negativen Bestes der ZaM а nach dem 

Modul p^ 
bekannt. 

Ausserdem werden wir noch unter den beiden ge- 
nannten kleinsten Resten, dem positiven und dem negati- 
ven, denjenigen, welcher den allerkleinsten Zahlenwerth 
besitzt, mit einer besonderen Benennung des 

„absolut kleinsten Bestes der Zahl а nach dem 

Modul p^ 
auszeichnen. In dem besonderen Falle, wenn die absolu- 
ten Werthe beider kleinsten Reste — des kleinsten posi- 
tiven und des kleinsten negativen Restes — der Zahl а 
nach dem Modul p einander gleich sind, können wir ohne 



Kap. I, § 11. 39 

Unterschied den einen oder den anderen der Heinsten Reste 
als absolut kleinsten wählen und wir sagen dann: 

„der absolut Ideinste Best der Zahl а nach dem 
Modul p hat in diesem Falle sswei Werthe.^ 

Nach der Formel 

X = a — Np, 

welche alle Zahlen überhaupt, die der Zahl а nach dem 
Modul p congruent sind, definirt, ist es leicht, sowohl den 
kleinsten positiven Rest der Zahl а nach dem Modul p, 
als auch den kleinsten negativen Rest derselben zu finden. 
Zu diesem Zwecke schreiben wir die Gleichung X = a — Np 
in der Form 



X = . (l-i.); 



woraus ersichtlich wird, dass der kleinste Zahlenwerth 
von X denjenigen Werthen von N entspricht, welche sich 

dem Bruche — am meisten nähern ; zugleich ist aber auch 

ersichtiich, dass X einen positiven, oder negativen Werth 
besitzt, je nachdem N [algebraisch*)] kleiner, oder grösser 

als — ist. 

Folglich wird der kleinste positive Rest einer Zahl а 

nach dem Modul p dadurch erhalteli, dass man in а — Np 

а 
für N eine Zahl nimmt, welche — am nächsten und nicht 

а . . P 

grösser als — ist. Eine solche Zahl N erhalten wir offen- 
bar, wenn а positiv ist, in dem Quotienten der Division 
von а durch p, indem wir den Rest vernachlässigen; N 
ist dann positiv; [und, wenn а negativ ist, in dem um 
Eins vermehrten absoluten Werth des genannten Quo- 
tienten, welche Summe dann für N negativ genommen 
wird]. 

Daraus ist also klar, dass wir den kleinsten positiven 
Best nach dem Modul p einer positiven Zahl а in dem 

[*) Nach Gauchy soll n algebraisch-kleiner als m heissen, wenn 
man zu n eine jpositive Zahl addiren muss , um m zu erhalten.] 
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Quotienten der Division derselben durch p finden [tmd einer 
negativen Zahl а in dem um Eins vermehrten absoluten 
Werth des genannten Quotienten, welcher dann negativ ge- 
nommen wird], 

[Ist а dem absoluten Werthe nach kleiner als p, so 
wird der Quotient der Division von а durch p Null und 
es ist dann für N bei positivem а der Werth N = und 
bei negativem а der Werth N = — 1 zu nehmen]. 

So werden wir z. B. zur Bestimmung des kleinsten 
positiven Restes von 23 nach dem Modul 7, in der For- 
mel X = 23 — 7 ^ für N diejenige ganze Zahl nehmen, 
welche durch Division von 23 durch 7 erhalten wird. In- 
dem wir die Division ausführen , finden wir in unserem 
Falle ^ = 3. Setzen wir ^ = 3 in unsere Formel 
23 — 7N ein, so finden wir 2 als kleinsten positiven Best 
von 23 nach dem Modul 7. 

Ebenso finden wir den kleinsten positiven Rest von 

( — 2) nach dem Modul б nach der Formel — 2 — 6^, wo- 

—2 
bei für N genommen werden muss die — =- am nächsten 

5 

liegende ganze Zahl, welche jedoch —^ [algebraisch] 

nicht übertrifft. Eine solche Zahl ist ( — 1); folglich ist 
der gesuchte positive Rest — 2 + 6 = 3. 

Es ist nicht schwer, sich zu überzeugen, dass der 
kleinste positive Rest von а nach dem Modul p immer 
kleiner als p sein muss. Dieses folgt aus dem, was wir 
über die Bestimmung dieses Restes ausgesagt haben. Wir 
haben nämlich gesehen, dass derselbe durch die Formel 
a— jVp bestimmt wird, wobei N eine ganze Zahl ist, welche 

— am nächsten kommt; folglich ist JV <: 1 und somit 

P jP 

a—Np =p Q—N^ <P' 

Um den kleinsten negativen Rest einer Zahl а nach 
dem Modul p zu bestimmen, müssen wir in der Formel 

а — Np, oder p( Nj für N eine ganze Zahl nehmen. 
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welche [im algebraischen Sinne] grösser als — wäre und — 

P P 

am nächsten käme. Eine solche Zahl ist für ein positives 

а offenbar diejenige, welche dadurch erhalten wird, dass 

man bei der Division von а durch p in dem Quotienten 

der Division den noch übrig bleibenden echten Bruch durch 

Eins ersetzt. [Bei einem negativen а nehme man für N 

direct den ganzzahligen Quotienten. Der kleinste postive 

Rest einer positiven Zahl und der kleinste negative Rest 

einer negativen Zahl werden also gleichartig bestimmt 

und der kleinste positive Rest einer negativen Zahl wie 

der kleinste negative Rest einer positiven Zahl.] So wird 

der kleinste negative Rest von 23 nach dem Modul 7 

durch die Formel 23 — 7N bestimmt, wobei für N, an- 

23 2 

statt — =3 3 + — , genommen wird 3 + 1, indem der 

2 
Bruch у durch Eins ersetzt wird. Setzt man ^ = 4 in 

23 — 7JV, so findet man 23 — 7.4 = (—6) als den klein- 
sten negativen Rest von 23 nach dem Modul 7. [In glei- 
cher Weise findet man den kleinsten negativen Rest von 
( — 2) nach dem Modul 6, indem man in — 2 + 6JVfur N 
den ganzzahligen Quotienten Null setzt, welcher bei der 

2 

Division — =- herauskommt.] 
5 ■• 

Hat man für eine Zahl nach einem gegebenem Modul 

den kleinsten positiven und den kleinsten negativen Rest 

bestimmt, so erkennt man dann leicht, welcher von ihnen. 

als der absolut kleinste Rest zu betrachten ist. Allein 

man kann den absolut kleinsten Rest auch direct aus der 

Formel а — Np, oier pf Nj bestimmen. Man braucht 

zu diesem Zwecke nur N so zu wählen, dass N den 

P 

Meinsten Zdhlenwerth erhalte. Einen solchen Werth für N 
erhalten wir offenbar dadurch, dass wir den Quotienten 
der Division von а durch p bilden und den dabei auftre- 
tenden Bruch vernachlässigen, wenn derselbe kleiner als 
I, oder denselben durch Eins ersetzen, wenn er grösser 
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als J ist. Ist der betreffende echte Bruch weder grösser 
noch kleiner als ^, so können wir denselben nach WiUkür 
entweder vernachlässigen, oder durch Eins ersetzen; in 
dem einen, wie in dem anderen Falle wird der absolute 

Werth der G-rÖsse N gleich sein J. 

So hat man z. B? bei der Bestimmung des absolut 
kleinsten Restes von 23 nach dem Modul 7 in 2S — 7N 

23 2 

für N den Quotienten -=- = 3 + у zu nehmen, indem man 

den Bruch f < J vernachlässigt. Dieses giebt ^ = 3 
und somit ist der gesuchte absolut kleinste Rest: 

23 — 7.3 = 2. 

Dagegen hat man bei der Bestimmung des absolut 
kleinsten Restes von 25 nach dem Modul 7 für N in 

25 — 7N den Quotienten -=- = 3 + у zu bilden und den 

Bruch f > i durch Eins zu ersetzen. Dieses giebt ^=4 
und somit wird der gesuchte absolut kleinste Rest 

25 — 7.4 = —3. 

Aus dem G-esagten geht hervor, dass wir bei der Be- 
stimmung des absolut kleinsten Restes in der Formel 
a—Np für N eine ganze Zahl zu nehmen haben, welche 

mit — eine Differenz liefert, die im absoluten Werthe 
P 

nicht grösser als ^ wird. Und somit hat der absolut Ideinste 
Best einer Zahl а nach dem Modul p, indem derselbe durch 

die Formel a—Np, oder p( N\ bestimmt tvird, einen ab- 

p 
soluten Werth ^ welcher nicht grösser ist als ^, 



§ 12. Ueber die Anzahl der Lösungen einer Congruenz. 

Nachdem wir die Zahlen untersucht haben, welche 
congruent sind а nach dem Modul p, woUen wir uns der 
Lösung der Congruenz f{x) =0 {moA,p) zuwenden. 
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Wir haben bereits gesehen, dass wenn dieser Con- 
gruenz eine gewisse Zahl а genügt, derselben auch jede 
Zahl X genügt, für welche die Congruenz X= a(moä.p) 
stattfindet. Solcher Zahlen giebt es unendlich viele ; aber 
alle diese Zahlen, indem sie alle einer und derselben Zahl 
а und folglich auch unter einander congruent sind nach 
dem Modul p, werden als eine Lösung der Congruenz 
f(x) = (mod.jp) angesehen. Genügen daher einer Congruenz 

f{x) = (moä.p) 

nur solche Zahlen Xj für welche die Congruenz 

X ^ а (mod. p) 

besteht, so sagen wir: j,die Congruenz f{x) =0 (mod.^?) 
lässt nur eine Lösung zu,^ Dagegen werden wir sagen: 
jjdie Congruenz f(x) = (mod. p) habe zwei Lösungen^, 
wenn derselben ausser den Zahlen, welche durch die Con- 
gruenz 

X = а (mod. p) 

definirt sind, auch diejenigen genügen, welche aus einer 
Congruenz 

X ^ üi (mod. p) 
erhalten werden, wobei unter а und ai eine Congruenz 

а = ai (mod. p) 

nicht besteht. Und ebenso werden wir allgemein sagen: 
eine Congruenz 

f(x) = (mod. p) 

besitze n Lösungen, wenn derselben solche und nur 
solche Zahlen genügen, welche durch die Congruen- 
zen 

X = а 

ж = Ol 

ÄJ = «2 ) (moi.p) 

X S On-l 

definirt sind^ wobei a, ai, аг, . . . . On-i solche Zah- 
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len bedeuten у welche unter einander nicht congruent 
sind nach dem Modul p^ 

Auf Grrund dieser Definition beweisen wir folgenden 

14. Lehrsatz. Eine Congruent 

f(x) = (mod. p) 

hat so viele Lösungen^ wie viele Zahlen 
aus der Beihe 

0, 1, 2, ... ., p — 1 

dieselbe befriedigen und у sind 

CClf CC2f CCs, .... CCn 

solche ZaJilen, so sind 
a? = ai; a; = cj2; л? = аз; ....; а? = а« (mod.^)) 
die Lösungen der Congruems 
f{x) = (mod.p). 

Beweis. In §10 haben wir gesehen, dass wenn 

der Congruenz f{x) = (mod. p) genügen, derselben auch 
alle Zahlen genügen, welche durch die Congruenzen 

definirt sind. Es ist aber nicht schwer zu beweisen, dass 
es, einerseits, ausser diesen Zahlen keine mehr geben kann, 
welche der Congruenz f(x) = (mod. p) genügen sollte, 
und dass, andererseits, die Zahlen «i , «2 , «з , . . . . , ccn un- 
tereinander nach dem Modul p incongrueni sind, woraus, 
nach dem oben über die Anzahl der Lösungen einer Con- 
gruenz f{x) = (mod. p) Ausgesagten, die Richtigkeit des 
oben ausgesprochenen Lehrsatzes folgen würde. 

Um nun Ersteres zu beweisen, wollen wir das Gre- 
gentbeil annehmen, es befriedige nämlich die Congruenz 
f(x) = (mod. p) irgend eine Zahl A, welche keine ein- 
zige der Congruenzen 

ж = «1 ; ж = «2 ; X ^ uq] . , . .; X = an (mod. p) 
befriedigt. 
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Befriedigt А die Congruenz f{x) = (mod. p)^ so thut 
es (nach § 10) auch jede Zahl, welche congruent ist А nach 
dem Modul jp, folglich auch der kleinste positive Rest von 
А nach dem Modul p. Bezeichnen wir diesen Rest mit 
«, so erhalten wir 

wobei a, als kleinster positiver Rest von А nach dem 
Modul jp, unter den Zahlen der Reihe 

0, 1, 2, , p—1 

enthalten sein muss. Ist aber а in dieser Reihe enthalten 
und befriedigt es f{x) = (mod. p), so muss а eine der 
Zahlen ui, a2, ccs, , . . ,, an sein; weil nach der Voraus- 
setzung «1 , «2 , «3 , . . . . , «H die eiDzigen Zahlen der Reihe 
0, 1, 2, . . . ., jp — 1 sind, welche f{x) = (mod.^) befrie- 
digen. Dieses ist aber unmöglich: weil Aj nach (4), die 
Gongruenz X = а befriedigt, während nach der Voraus- 
setzung А keiner der Congruenzen 

ж = «1 ; ж = «2 ; . . . . ; x = Un (mod. p) 

genügen soll. 

Wenden wir uns nun zu dem Beweise, dass die Zah- 
len «1 , «2 , . . . . , «n nicht unter einander congruent sind 
nach dem Modul p. 

Lassen wir das Gegentheü zu und mag etwa 

«1 = «2 (mod. p) 

sein. Aus dieser Congruenz folgt aber die Theilbarkeit 
von «1 — «2 durch p, welche unmöglich ist; weil «i und 
«2 positive Zahlen sind, von denen jede kleiner ist als p, 
infolge dessen der absolute Werth der Differenz ai— «2 
jedenfalls kleiner als p sein muss und somit nicht durch p 
theilbar sein kann. 

So überzeugen wir uns von der Richtigkeit des aus- 
gesprochenen Lehrsatzes. 

TJm eine Anwendung dieses Lehrsatzes sofort zu zei- 
gen, nehmen wir an: f(x) == x^ — ж— 1 und jp = 6, also 

Д5З — ^ — i = (mod, 6). 



L 
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Indem wir hierin anstatt x die Werthe 

0, 1, 2, 3, 4 

einsetzen, überzeugen wir uns, dass nnr die Zahl 2 der 
betrachteten Congruenz genügt; woraus wir schliessen, 
dass unsere Congruenz eine Lösung 

ж = 2 (mod. 5) I 

besitzt. 1 

In derselben Weise überzeugen wir uns, dass die i 
Congruenz 

д.2_3 = (mod. 11) 
zwei Lösungen 

"= ^ M (mod. 11) 

Ж = 6 J 

besitzt. 

Indem wir dagegen die Congruenz 

Л?« — 11 = (mod.3) 

ebenso behandeln, überzeugen wir uns, dass dieselbe durch 
keine der Zahlen 

0, 1,2 

befriedigt wird; diese Congruenz hat also nach unserer 
Definition gar keine Lösung. 



Kapitel П. 

Ueber die Congruenz ersten Grades. 



§ 13. Lösung der Congruenzen ersten Grades, wenn der Modul 
relativ prim ist zu dem Coefflcienten der Unbekannten. 

Die allgemeine Grestalt einer Congruenz ersten Gra- 
des ist 

flw? — Ь = (mod. p) , 

wobei a, Ъ irgend welche positive, oder negative ganze 
Zahlen, während p eine positive ganze Zahl bedeuten soll. 
Congruenzen dieser Gestalt bieten zwei wesentlich von 
einander verschiedene Fälle dar, welche wir gesondert der 
Betrachtung unterziehen wollen. Der erste Fall sei der, 
wenn а und p relativ prim zu einander sind; der zweite, 
— wenn dieselben einen gemeinschaftlichen Theiler be- 
sitzen. Wir beginnen mit dem ersten Falle und beweisen 
folgenden 

15. Lehrsatz. Die Congruene 

ax — Ъ = (mod.jp) 

Tiatj wenn а und p relativ prim m 
einander sind, immer eine und nur 
eine Löstmg. 

Beweis. Aus dem, was wir in § 12 über die An- 
zahl der Losungen einer Congruenz f{x) = (mod. p) 
überhaupt bewiesen haben, folgt, dass unsere Congruenz 
(M?— 6 = (moi.p) genau so viele Lösungen hat, als es 
unter den Zahlen der Reihe 

0, 1, 2, . . . ., p — 1 
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solche giebt, welche die Congruenz oä;— 6 = (mod. ^)) be- 
friedigen, oder, was nach der Definition ein und dasselbe 
ist, wie viele es in der ßeihe 

a.O — 6; a.l — 6; a,2 — ft; ....; a(p — 1) — Ъ 

Zahlen giebt, welche durch p theilbar sind. Da aber diese 
ganze Zahlenreihe überhaupt eine arithmetische Progres- 
sion bildet, deren Differenz die Zahl а ist, welche nach 
der Voraussetzung relativ prim zu p war, während die 
Anzahl aller Grlieder der Reihe p beträgt, so wird hier 
(nach dem lOten Lehrsatz) ein und nur ein G-lied vorhan- 
den sein, welches durch p theilbar ist. Folglich hat die 
Congruenz ал?— Ь = (mod. p), bei der gemachten Voraus- 
setzung immer eine und nur eine Losung, was wir be- 
weisen wollten. 

Nachdem wir uns auf diese Weise überzeugt haben, 
dass in dem betrachteten Falle die Congruenz ax — Ь = 
(mod.jp) immer eine Lösung besitzt, wollen wir nunmehr 
zeigen, wie man diese Lösung wirklich finden kann. Man 
besitzt heut zu Tage in der Wissenschaft mehrere Me- 
thoden , um die Congruenz ax — 6 = (mod. p) zu lösen. 
Die bemerkenswürdigsten unter denselben wollen wir 
später, wo wir von eigenthümlichen Eigenschaften der 
Zahlen, auf welchen die Methoden beruhen , handeln wer- 
den, auseinandersetzen, ffier wollen wir nur bemerken, 
dass die Congruenz ax — b = (mod. p) nach derselben 
Methode gelöst werden kann, welche in der Algebra für 
die Lösung der unbestimmten Grleichung mit zwei Unbe- 
kannten 

ах'-рв = Ь, 

gegeben wird, die sich von der Congruenz 

ax — Ъ = (mod.^)) 

lediglich in der Bezeichnungsweise unterscheidet. In der 
That drückt die Congruenz ax — Ь = (mod. p) nichts An- 
deres aus als die Theilbarkeit der Differenz ax — Ъ durch 
jp, was auch durch die Grleichung 

= £} 
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daxgestellt werden kann, wenn man in z eine beliebige 
ganze Zahl voraussetzt. Daraus erhalten wir eben zur 
Bestimmung von x und z die Grieichung in ganzen Zahlen 

ax — ^z = Ъ. 

Durch die ganzzahlige Lösung der unbestimmten Glei- 
chung ax — pz = Ъ wird also der Werth von x bestimmt, 
welcher die Congruenz ax — 6 = (mod.^) befriedigt. Diese 
Werthe von x werden, wie wir wissen, in der Form 
X = а -}- np dargestellt , wobei а einer solcher Werthe 
von X ist, welche die Fähigkeit haben, die Grieichung 
ax — pz = ft zu befriedigen, und wobei n eine beliebige 
ganze Zahl ist. Nach der eingeführten Bezeichnung wer- 
den wir, anstatt 

X = а -\- npj 

wobei n als beliebige ganze Zahl vorausgesetzt wird, die 
Schreibweise gebrauchen: 

ж = а (mod. p) 

und in dieser Grestalt werden wir immer die Lösung der 
Congruenz аж— Ь = (mod. p) darstellen. 
Hat man z. B. die Congruenz 

7ä;— 3 = (mod. 10) 

zu lösen, so nehme man die Grieichung 

7a;— 10^ = 3. 

Löst man diese Gleichung nach der in der elementaren 
Algebra angegebenen Methode , so erhält man für x und z 
die Ausdrücke: 

ж = 9 + lOw, 
^er = 6-1- 7w, 

woraus wir als Lösung unserer Congruenz 

7ä;— 3 = (mod. 10) 
erhalten: 

x = 9 (mod. 10), 



Tehebjecheff, ZaUentheorie. 
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§ 14. Die Lehreätze von Fermat und Euler. 

Auf Grund der oben in Bezug auf Congruenzen über- 
haupt, wie auf die speeielle Congruenz a>x — Ь = (mod.p) 
insbesondere bewiesenen Lehrsätze, sind wir nunmehr im 
Stande, über gewisse Eigenschaften ganzer Zahlen zwei 
sehr merkwürdige Lehrsätze zu beweisen, welche für die 
Zahlentheorie überhaupt sehr wichtig sind und welche zu- 
gleich auch eine Lösung der Congruenz ersten G-rades 
liefern werden. Mit diesen Eigenschaften der Zahlen wol- 
len wir uns eben beschäftigen. 

16. Lehrsatz. Ist p eine Primzahl und kein Divisor 

von a, so ist 

aP-^ = 1 (mod. p). 
Beweis, Mögen 

fl, ^2j fz, . . . ., fp-i 

die jeweiligen kleinsten positiven Reste der Zahlen 

la, 2a, 3a, . . . ., {p — l)a 

nach dem Modul p bedeuten, so werden dieselben die Con- 
gruenzen 

1а = У1 

2a = Г2 
(6) 3a — Г8 у (mod. p) 

(i)— 1)а = Гр-1 

befriedigen. Multipliciren wir alle diese Congruenzen 
gliedweise mit einander, so erhalten wir 

(6) 1.2.3 (l>— 1) ci^^^ = Г1Г2Гв . , . , Tp^i (mod. p). 

Es ist aber nicht schwer sich zu überzeugen, dass die 
Producte 

1.2.3 (p — 1), 

Гг Г2 Tz . . . . Гр^г 

einander gleich sind. 

Zu diesem Ende bemerken wir, dass 

^1, ^2, ^8) . . . ., ^p-~lf 

als kleinste positiven Reste der Zahlen 



1 
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la, 2a, За, . . . ., (jp — l)a 

nach dem Modul p , überhaupt keine anderen Werthe, wie 

0, 1, 2, , jP— 1, 

haben können. 

Dabei kann aber kein einziger dieser Reste den Werth 
NuU haben; denn würden wir das Gregentheil zulassen, 
so würde die Congmenz (6) die Theilbarkeit von 

1.2.3 Op— l)aP-i 

durch p behaupten, während 1, 2, 3, . . , ., p — 1 und а 
alle relativ prim zu p sind. Folglich können die Zahlen 

^Ij ^2j ^Z) • • . ., ^f>— 1 

keine anderen Werthe haben als solche, welche in 

1, 2, 3, . . . ., p—1 
enthalten sind. 

Unter den Zahlen n, ^2, ^3? . . . ., ^p-i können aber 
nicht zwei einander gleich sein. Denn, würden wir zu- 
lassen, es sei etwa 

Гт = r^ = 6, 

SO würde nach (6) folgen: 

та 
lia 

wobei m und [i zwei Zahlen sind aus der Reihe 

1, 2, 3, . . . ., p — 1, 

und wir hätten somit für die Congruenz 

ах = Ъ (mod. p) 
zwei Lösungen: 

x^m (mod. p) und äj = f* (mod. p), 

was (nach Lehrsatz 16) unmöglich ist. 

Daraus folgt, dass unter den Elementen der Reihe 

^1, ^2, ^3? . . . ., ^p-l 
nur die Zahlen 

1, 2, З9 • • • •} jp— 1 

4* 



^ ^ I (mod. p) , 
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sich vorfinden können und zwar jede nur einmal. Da 
aber die Beihen 

^1, ^2, fsj . . . ., гр -i; 

1 , 2 , 3 , . . . . , p — 1 

eine gleiche Anzahl von Gliedern besitzen , so müssen in 
der ersteren auch alle Glieder der zweiten wirklich vor- 
handen sein. Somit bestehen beide Reihen aus ein und 
denselben Zahlen und in jeder Reihe kommt jede Zahl nur 
einmal vor und somit muss das Product aller Glieder der 
ersten Reihe dem Producte aller Glieder der zweiten 
gleich sein. Haben wir uns davon überzeugt, so können 
wir in (6) das Product ri . гг . Гз . . . . Гр -i durch das Pro- 
duct 1.2.3 ..,.2>— 1 ersetzen und erhalten auf diese 
Weise 

1.2.3 {p—l)aP-^ = 1.2.3 (i>--l) (mod. jp). 

Man darf aber beide Seiten dieser Congruenz durch 
die Zahlen 2, 3, .... (p — 1) dividiren; weil nämlich alle 
diese Zahlen, indem sie kleiner als p sind, zu der Prim- 
zahl p relativ prim sein müssen. Führen wir diese Di- 
vision aus, so erhalten wir 

aP-^ = 1 (mod. p) , 

w. z. b. w. 

So erhalten wir z. B. für p = 7 und а = 2 die Con- 
gruenz 

27-1 = 1 (mod. 7), 

von deren Richtigkeit wir uns sofort überzeugen, indem 
wir bemerken, dass 2^ = 64 und 64 = 1 (mod. 7) ist. 

Dieser Lehrsatz ist einer der bemerkenswerthesten in 
der Zahlentheorie und lässt sehr wichtige Anwendungen 
zu. Derselbe ist zuerst von Format entdeckt, war 
aber von Format ohne Beweis ausgesprochen. Der erste, 
dem es gelungen ist, diesen „Fermafschen Satjs^ zu be- 
weisen, war Euler; Letzterer gab auch zugleich folgen- 
den allgemeineren Lehrsatz. 

17. Lehrsatz, Bedeutet n die Anzahl aller Zahlen^ 

welche Meiner als N und relativ prim 
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zu N sind und ist а relativ prim jm 
N, so ist immer 

a" = 1 (mod. N). 

Beweis, Bezeiclinet man mit 

Ni, N2, Nb, . . . .j Nn 

die ZaHen, welche relativ prim zu N und kleiner als N 
sind; und mit 

^li ^2j ^Zj . . . M ^H, 

die in Bezug auf den Modul N kleinsten positiven Reste 
der Zalilen 

aNi, aJVe, aNs, • • . ., аД», 

so erhält man das System von Congruenzen: 

«^2 = ^4 (mod. 2V), (7) 

aNn = Гп 
welches durch gliedweise Multiplication die Congruenz 

N1 N2 . . . . NnO?" = Г1Г2 . . . .Гп (mod. N)j . . (8) 

liefert. 

Es ist aber leicht sich zu überzeugen, dass die Pro- 
ducte 

N1 N2 . , . . Nn und n Г2 . . . . f » 

einander gleich sind. 

Da nämlich ri, Г2, . . . ., >"♦> die nach dem Modul N 
kleinsten positiven Reste von aNi, aN2, . . . ., aNn bedeu- 
ten, so können dieselben keine anderen Werthe als 

0, 1, 2, , N—1 

haben ; aber auch unter diesen Werthen sind liir ri, ^2, . . . . r„ 
nur diejenigen möglich, welche keinen gemeinschaftlichen 
Theiler mit N haben ; weü die Congruenz (8), deren linke 
Seite aus einem Producte von lauter solchen Zahlen be- 
steht, die relativ prim zu N sind, [nach Eigensch. 8 in § 9] 
voraussetzt, dass auch ri, Г2, ... ., Гп und Jf keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler besitzen. 
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Daraus folgt, dass für 

nur die Werthe 

möglich sind. 

Es ist aber klar, dass nicht irgend zwei der Zahlen 

einander gleich sein können ; denn im Falle der Gleichheit 
zweier derselben, wie etwa 

Гт = Гу, = 6, 

würden wir nach (7) die Congruenzen 

erhalten, wobei m und ць irgend welche zwei Zahlen aus 
der Reihe 1, 2, 3, ... ., JT— 1 bedeuten und somit würden 
wir für die Congruenz ersten Grrades 

ал: = ft (mod. N) 

zwei Lösungen gefanden haben, was [nach Lehrsatz 15] 
nicht möglich ist. 

ffieraus folgt, dass unter den Grliedem der Reihe 

^\) ^2) • • • •, ^n 

sich nur die Zahlen 

vorfinden können, und zwar jede derselben nur ein einzi- 
ges Mal. Da aber beide Reihen eine gleiche Anzahl Glie- 
der haben, so müssen in der ersten Reihe auch alle Zah- 
len der zweiten vertreten sein; so dass beide Reihen aus 
ein und denselben Zahlen zusammengesetzt sind und in 
jeder dieser Reihen tritt jede Zahl nur einmal auf. Das 
Product aller Zahlen der ersten Reihe muss also dem Pro- 
ducte aller Zahlen der zweiten gleich sein; und wir коц- 
nen somit in (8) das Product ^i Г2 гз . . . . Гп durch das Pro- 
duct j&/i ^2 -Ns . . . . -?Гп ersetzen und somit 

N1N2 Д» a" = N1N2 Nn (mod. N) 
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erhalten. Es sind aber ^i , ^2 , . . . . , Д1 und folglich ist 
auch das Product derselben relativ prim zmn Modul N 
und man darf sonach beide Seiten der Congruenz durch 
das Product N1 N2 . . . . Nn dividiren. Indem wir diese 
Division ausführen, erhalten wir aber die Congruenz 

a»*= 1 (mod. .?0) 

wie in dem verallgemeinerten Fermat'schen Lehrsatze von 
Euler behauptet wurde. 

Ist z. B. N = 20 und а = 3, so erhält man aus 
Lehrsatz 12 für die GrrSsse n, welche angiebt, wie viel 
Zahlen kleiner als 20 und relativ prim zu 20 sind, weil 
20 = 2«.6 ist, die Formel 

n = 20 (l_i)(l_i) = 20 Q^) (^) = 8 

und nach dem Euler'schen Satze wird also 

3«=1 (mod.20), 

sein müssen. Von der Richtigkeit dieser Behauptung 
überzeugen wir uns sofort, indem wir finden: 

3» = 6561 und 6561 = 1 (mod. 20). 



§ 15. Anwendung der Sätze von Fermat und Euler auf die 

Lösung der Congruenz ersten Grades. 

Auf Grrund der eben bewiesenen Lehrsätze von Fer- 
mat und Euler kann man nun eine einfache Lösung der 
Congruenz 

аХ'-'Ъ = (mod. i?) 

finden, wenn man, wie früher, voraussetzt, dass а relativ 
prim zu p sei. 

Wir woHen mit dem einfacheren ЕаПе beginnen, wenn 
nämlich p eine Primzahl ist. 

Da а relativ prim zu p vorausgesetzt war, so ist, 
wenn p eine Primzahl ist, (nach § 3) nothwendig [und 
hinreichend], dass а durch p nicht theilbar sei. Nach 
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dem Fermat'schen Satze (so werden wir in der Folge 
immer den Lehrsatz 16 nennen) wird nun die Congmenz 
stattfinden 

(fi-^ = 1 (mod. p) , 

welche durch Multiplication beider Seiten mit Ь und Sub- 
traction von ft, so geschrieben werden kann: 

а Ла^^—Ъ = О (mod. p). 

Vergleicht man diese Congmenz mit der, welche wir 
zu lösen haben, nämlich: 

ax — Ь = (mod. p), 

so bemerken wir, dass letztere befriedigt werden muss, 
wenn man für x setzt : a? = 6 oS^^ ; folglich ist die voll- 
ständige Lösung derselben 

X = bcfi-^ (mod. p). 

bi dieser Weise bestimmt sich also die Lösung der 
Congruenz ersten Grrades 

ax — Ь = (mod.p), 

wenn p eine Primzahl und kein Divisor ist von a. 
So finden wir z. B. für die Congruenz 

Зл:— 8 = (mod. 5) 
die Lösung 

^ = 8.35-2(mod.6), 

oder, was dasselbe ist, 

X = 216 (mod. 5). 

Diese Lösung der Congruenz kann man noch auf eine 
einfachere Form zurückführen, indem man 216 durch den 
kleinsten positiven Rest von 216 nach dem Modul б er- 
setzt. Man findet auf diese Weise 

x = l (mod. 5) 

als Lösung der Congruenz 

3^ — 8 = (mod. 5). 

Grehen wir nun zu der Lösung solcher Congruenzen 
über, deren Modul eine zusammengesetzte Zahl ist. 
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Es mag die CoBgruenz 

ax — Ъ = (mod. N) 

gegeben sein, wobei N eine beliebige ganze positive Zahl 
ist, während a, wie früher vorausgesetzt worden, relativ 
prim zu N ist. 

Nach dem Euler'schen Satze (Lehrsatz 17) erhalten 
wir 

a" = 1 (mod. JV), 

wenn wir mit n die Anzahl der Zahlen bezeichnen, welche 
relativ prim zu N und kleiner als N sind. Durch Multi- 
plication beider Seiten mit Ъ und Subtraction von Ъ kön- 
nen wir diese Congruenz so schreiben : 

а . Ъа^'-^—Ъ й. О (mod. N). 

Vergleichen wir diese letztere mit der gegebenen 
Congruenz 

ax — b = (mod. N), 

so finden wir die Lösung derselben in der Form 

X = ba*^^ (mod. N). 

Was nun die Bedeutung von n betriflFt, welche die 
Anzahl der Zahlen angeben soll, die relativ prim zu N 
und kleiner als N sind, so können wir dieselbe nach Lehr- 
satz 12 leicht finden. Es ist nämlich 

„ = . r r- . . . . c-ii) (fci) c-=i) 

wenn N bei Zerlegung in Primfactoren auf die Form 

JV = «^ /S»»' у»"" 

gebracht wird, wobei «, /S, y, .... von einander verschie- 
dene Primzahlen bedeuten. 

Auf diese Weise überzeugen wir uns also, dass die 
Lösung der allgemeinen Congruenz ersten Grades 

ax—b = (mod. a»" /S»»' y"»" ....), 

wobei a, /J, y, .... von einander verschiedene Primzahlen 
sind [und о keine dieser Primzahlen als Factor besitzt] 
durch die Formel 
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„-^,,«.....(?iii)(^)(?:=l)...._i 

х^Ьа V « А ^ УЧ у / (mod-a^/J-'y»".-) 

gegeben ist. 

So finden wir z. B. für die Lösung der Congruenz 

2a?— 7 = (mod. 15), 

da 15 = 3^ 5» ist, die Formel 

3.5(?Z1)(^)-.1 

Ж = 7 . 2 (mod. 15) , 

oder 

X = 896 (mod. 15) 

und, indem wir noch 896 durch den Heinsten positiven 
Rest nach dem Modul 15 ersetzen, erhalten wir die Lö- 
sung in der einfacheren Grestalt: 

Ä? = 11 (mod. 15). 

Hiermit schliessen wir die Untersuchung desjenigen 

Falles der Congruenz ersten Grades ab, bei welchem der 

.Modul und der Coefficient der Unbekannten relativ prim 

zu einander sind und wenden uns nunmehr zu dem Falle, 

dass diese Zahlen einen gemeinschaftlichen Factor besitzen. 



§ 16. lieber Congnienzen [ersten Grades], bei denen der 
Modul und der Coefficient der Unbelcannten einen gemein- 
schaftlichen Factor besitzen. 

Nach der in § 10 gezeigten Eigenschaft der Con- 
gruenzen ist die Congruenz 

ах^Ъ (mod. p) 

überhaupt unmöglich, wenn а und p einen gemeinschaftli- 
chen Factor besitzen, der kein Theiler von Ъ ist. Daraus 
folgt der 

18. Lehrsatz. Die Congruenz 

ax — Ъ ^ (mod.i?) 
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hat keine Lösung, wenn ein gemein- 
schaftlicher Divisor von а und p nicht 
auch ein Divisor von b ist. 

So überzeugen wir uns z. B. daas die Congruenzen 

20 л; — 7 = (mod. 15), 
6x — 6 = (mod. 9) 
keine Lösung besitzen; [indem die erstere durch keinen der 
Werthe o; = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 
und letztere durch keinen der Werthe a; = 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8 befriedigt wird]. 

Es bleibt uns noch übrig den Fall zu betrachten, 
dass in der Congruenz 

ax — Ъ = (moi.p) 
die gemeinschaftlichen Theiler von а und p auch Theüer 
von Ь sind. Für eine solche Congruenz beweisen wir fol- 
genden 

19. Lehrsatz. Haben а und p den grössten gemein-' 

schaftlichen Theiler d und ist d 0Ur 
gleich auch ein Theiler von b^ so hat 
die Congruena 

ax — ft = (mod. 2?) 
d Lösungen^ welche so dargestellt wer- 
den können: 

X = a 

I P 

2p 



а 



wobei а <z ^ und nicht <zO ist und 
а 

die Congruenjsf 

|^-| = 0(mod.|) 
durch а befriedigt wird. 
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Beweis. Ist d der grosste gemeinschaftKche Thei- 
1er von а und p und zugleich ein Theiler von 6, so kann 
(nach § 9, Eigensch. 9) die Congruenz 

ax — ft = (mod. p) 

durch Division der Glieder und des Moduls durch d auf 
die Form 

^^-1^0 (mod. ^) 

gebracht werden, wobei 

а Ъ p 
d' d' d 

ganze Zahlen sind. Dabei sind die beiden Zahlen -ч, ^, 

wie man sich leicht überzeugen kann, relativ prim zu ein- 
ander, weil sonst d nicht der grösste gemeinschaftliche 

Theiler von а und p gewesen wäre. Wenn aber -=, -r 

relativ prim zu einander sind, so hat ja die Congruenz 

|^-| = 0(mod.f) 

wie wir gesehen haben, immer eine Lösung, welche durch 
die oben angegebenen Methoden zu finden ist. Mag nun 
а eine Zahl sein, welche in der Eeihe 

0, 1, 2, . . . ., — — 1 

enthalten ist, und die Congruenz 

b 



|^_^^(^od.f) 



befriedigt, so werden alle Zahlen, welche überhaupt diese 
Congruenz befriedigen, in 



X = а f mod. ^ j 



enthalten sein. 

Dieselben Zahlen, und nur diese, befriedigen aber auch 
zugleich die Congruenz 
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ах — Ъ = О (mod. 2?), 
welche sich von 

|a;-A = 0(mod.f) 

nur durch einen gemeinschaftlichen Factor d des Moduls 

und der GHeder der Congruenz unterscheidet. 

Somit sind alle Zahlen, welche unsere gegebene Con- 
grueüz 

ax — Ъ = (mod.2?) 
befriedigen, durch die Werthe 



a? = а f mod. ^ j 



vollkommen bestimmt. 

Darauf gestützt, können wir nunmehr leicht zeigen 
wie viele Zahlen aus der Eeihe 

0, 1, 2, . . . ., p — 1 

die Congruenz 

аж — ft = (mod. jp) 

befriedigen, wodurch sich nach der Definition die Anzahl 
der Lösungen dieser Congruenz bestimmen wird. Zu die- 
sem Zwecke woHen wir eine allgemeine Formel für die 
Zahlen, welche die Congruenz 



ж = « f mod. ^ J 



befriedigen, aufstellen. 

Nach dem im § 11 Ausgesagten, finden wir die For- 
mel für diese Zahlen in der Gestalt 

X = а — N=^. 

а 

Da aber in dieser Formel, wie wir gesehen haben, 

а <: ^ und nicht <: ist, so erhält man aus derselben 
а 

Werthe von a?, welche zwischen den Grrenzen und p — 1 

sich befinden, lediglich für folgende Werthe von N: 

N = 0, —1, —2, ...., — (d— 2), — (d — 1). 
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Folglich sind unter den ЕаЫеп der Reihe 

0, 1, 2, , p — 1, 

folgende d Zahlen: 



und nur diese enthalten, welche die Congruenz 

ж = а f mod. ^j 

und somit auch die gegebene Congruenz 

ax — Ъ = (mod.jp) 
befriedigen. 

Da nun die genannten d Zahlen aus der Reihe 

0, 1, 2, . . . ., p — 1 
die Congruenz 

ax — 6 = (mod. ^?), 

befriedigen, so besitzt diese Congruenz nach Lehrsatz 14, 
wirklich die d Lösungen: 

X = а 

wie in dem Lehrsatze behauptet war. 
So hat z. B. die Congruenz 

1бж — 9 = (mod.l2), 

in welcher der Coefficient von x und der Modul den gröss- 
ten gemeinschaftlichen Theiler 3 besitzen und zugleich das 
die Unbekannte x nicht enthaltende GHed durch 3 theil- 
bar ist, wirklich drei Lösungen. Um dieselben zu finden, 
dividiren wir in der gegebenen Congruenz die Glieder und 
den Modul durch 3 und erhalten so die Congruenz 

5л? — 3 = (mod.4). 
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Auf Grund des im vorigen Paragraphen Auseinander- 
gesetzten, finden wir die Lösung der letzteren in der 
Gestalt 

я: = 3 . 6 2 (mod. 4) , 

oder 

x= 15 (mod. 4). 

Ersetzen wir die ZaH 16 durch ihren Heinsten posi- 
tiven Rest in Bezug auf den Modul 4, so finden wir: 

a? = 3 (mod. 4). 

Daraus entnehmen wir nun für die vorgelegte Con- 
gruenz 

16a?— 9 = (mod. 12) 
die Lösungen: 

x= 3 

x= 7 } (mod. 12). 

я?~11 






Kapitel Ш. 

Ueber allgemeine Congruenzen höheren Grades. 



§ 17. Ueber die Befreiung von dem CoöfRcienten der höchsten 

Potenz der Unbekannten. 

In diesen Untersuchungen wollen wir uns auf die Be- 
trachtung von Congruenzen beschränken, deren Modul eine 
Primzahl ist. Die allgemeine Gestalt der Congruenzen, 
mit welchen wir uns hier beschäftigen wollen, wird fol- 
gende sein : 

^ж»« + Bx"^^ + Сл^-2 + .... + Яж + Ä = (mod. p), 

wobei p eine Primzahl bedeutet und Ä, B, G, . . , ., Я, S 
irgend welche ganze Zahlen sind. 

Bevor wir zur Untersuchung der Lösungen solcher 
Congruenzen schreiten, wollen wir die Bemerkung machen, 
dass man es immer bewirken kann, den Coefficienten der 
höchsten Potenz von x auf Eins zu bringen. In der That 
kann man in einer Congru^nz 

J-Äi»" + Bx'^'-^ + Gx"^^ + .... + Яд: + S = (mod. jp) 

solche Griieder immer weglassen, deren Coefficienten durch 
p theilbar sind. Wenn z. B. G durch p theilbar ist, so 
werden wir, in unserer Bezeichnungsweise ausgedrückt, 
die Congruenz haben: 

(7 = (mod. p) , 

welche durch Multiplication mit a?"*~^ in 

C««*-2 = (miod. p) 
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übergeht. Indem wir nun diese von der Congruenz 

At^ + Bt?^-^ + (7ж»«-2 + .... + Ял; + /S = (mod.i?) 

subtrahiren, befreien wir die letztere von dem Gliede Сж"*"^. 
Dasselbe kann offenbar mit jedem anderen Gliede ge- 
schehen, dessen Coefficient durch ^? theilbar ist. Setzen 
wir nun voraus, die Congruenz 

Aoir + Bx^'^ + Ож"»-2 ^ _ _ _[_ яж 4- S = (mod.i?) 

sei bereits von allen solchen Gliedern, deren Coefficienten 
Vielfache von p sind, befreit worden und Ax^ sei dabei 
das GrHed mit der höchsten Potenz von x. In diesem Falle 
wird -4, da es kein Vielfaches von der Primzahl 'g sein 
8оП, relativ prim zum Modul ^ sein und es wird sich nach 
dem oben (§ 13, Lehrs. 16 ; vgl. auch § 16) Bewiesenen eine 
Zahl а finden lassen, für welche die Congruenz ersten Grrades 

Aa — 1 = (mod.2?) 
befriedigt wird. 

Multiplicirt man diese Congruenz nach und nach mit 

В 31^^, Cd^-^, , Hx, S, 

so erhält man die entsprechenden Congruenzen : 

ABaaf^-^ — Bx"^^ = 
ACux"^"^— Cx"^^ = , 

(mod. p) . . (8a) 
AHax —Ex =0 

ASa —8 =0 

Addirt man alle diese Congruenzen zu der von uns 
betrachteten 

Ая^ + Ba^-^ + Сж»»-2 +.... + Ял; 4- Ä = (mod.jp), 
so erhält man: 

Aaf^'\-ABccx'^^'{'ACa9if^^-\-. . . .+ AHax + ASa = (mod-jp). 

Da aber А relativ prim zu p ist, so können wir die 
Glieder der Congruenz durch А dividiren, wodurch wir 
endlich die Congruenz 

л?»» + Bax"^^ + Сад:»'*-^^ . . . . + Hax + Sa = (mod. p) 

Tchebyscbef f, Zablentheorie. 5 
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erhalten, in welcher der Coefficient der höchsten Potenz 
von X wirklich Eins ist, was zu bewirken war. 

[Man kann aber leicht beweisen, dass unsere ursprüng- 
liche Congruenz dieselben Lösungen hat, wie die, auf 
welche wir sie zurückgeführt haben. Denkt man sich 
nämlich in der Letzteren für x einen Werth x = ß gesetzt, 
welcher sie befriedigt, so wird sie offenbar auch durch 
X = ß befriedigt sein, wenn man dieselbe mit Л multipli- 
cirt haben wird. Unsere Congruenz wird aber auch durch 
ЯГ = /J noch befriedigt bleiben, nachdem man von derselben 
die Congruenzen (8a) subtrahirt haben wird ; weil die letgte- 
refij sobald а so gewählt ist^ dass А а — 1 = (mod. p) be- 
friedigt wird, alle für jeden Werth von x überhaupt^ also 
atich für X == ß befriedigt werden. Ebenso kann man um- 
gekehrt schliessen, dass wenn die ursprüngliche Congruenz 
durch einen gewissen Werth x = у befriedigt wird, die- 
selbe es auch noch bleibt, nachdem man die Congruenzen 
(8a), welche für jeden Werth von x befriedigt werden, 
hinzu addirt, und auch nachdem man das Resultat durch 
die zum Modul p relative Primzahl Ä dividirt hat und es 
wird somit x = у auch die letzterhaltene Congruenz be- 
friedigen. Die ursprüngliche Congruenz und diejenige, auf 
welche dieselbe immer zurückgeführt werden kann, haben 
somit genau dieselben Lösungen und unterscheiden sich 
bloss in der Form; und wir wählen daher die Form, wo 
der Coefficient der höchsten Potenz von x Eins ist, welche 
durch unsere ferneren Betrachtungen die Eigenschaften der 
Congruenz besser beleuchten lassen wird]. 

So haben wir z.B., um die Congruenz 
2л?» + Зл; + 7 = (mod.ll) 

in eine andere umzuformen, in welcher der Coefficient von 
x^ gleich Eins werde, nur eine Zahl а zu finden, für welche 
die Congruenz ersten Grades 

2a — 1 = (mod.ll) 

besteht. Eine solche Zahl а ist 6. Darauf bilden wir 
die Congruenzen: 
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2.S.6x — Sx = О ] ^ , ^^^ 

^ \ (mod. 11). 
2.7.6 —7=0)^ ^ 

Haben wir diese zu unserer gegebenen Congruenz 
2ir» + 3a? + 7 = (mod. 11) 
addirt und geordnet, so finden wir: 

2Ä;» + 2.3.6a; + 2.6.7 = (mod. 11); 
woraus, nach Division durch 2, endlich die Congruenz 

x^ + 18я; + 42 = (mod. 11) 

folgt, in welcher der Coefficient der höchsten Potenz von 
X Eins ist. 



§ 18. Obere Grenze für die Anzahl der Lösungen. 

Wir beweisen in Bezug auf die Losungen einer Con- 
gruenz höheren Grades folgenden 

20. Lehrsatz. Ist p eine Prim/saM^ so kann die 

Congruenz m<e« Grades 

x"^+ jBa;m-i-}, (7:»m-2_|_. . . .+ Яж + fif = (mod.p) 

nicM mehr als m Lösungen haben. 

Beweis. Um diesen Satz zu beweisen, bemerken 
wir, dass derselbe nach § 13 richtig ist für w = 1, d. h. 
für Congruenzen ersten Grades. Um die Richtigkeit des 
Satzes für einen beliebigen Grad zu beweisen, wollen wir 
zeigen, dass derselbe für Congruenzen vom Grade m rich- 
tig sein muss, wenn seine Richtigkeit für Congruenzen 
vom Grade m — 1 erwiesen sein sollte. 

Um uns davon zu überzeugen, wollen wir versuchen 
das Gegentheil zuzulassen, dass nämlich die Congruenz 
f»ten Grades 

x"" + Бл;»»-! + Ca^-^+ .... + Hx + S=0 (mod. p) 

mehr als m Lösungen habe, während jede Congruenz der? 

5* 
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selben Art vom Grade m — 1 mehr als m — 1 Lösungen 
nicht haben könne, und wir wollen die TJnzulässigkeit ei- 
ner solchen Annahme nachweisen. 

Wir haben bereits gesehen, dass die Anzahl der Lö- 
sungen irgend einer Congruenz mit dem Modul p überhaupt 
durch die Anzahl der in der Reihe 

0, 1, 2, . . . .j p — 1 

enthaltenen Zahlen bestimmt wird, welche die Congruenz 
befriedigen. Daher kann die Congruenz 

л;»» + Bx"^^ + Сж~--2 + + Яж + iS = (mod. p) 

nur dann mehr als m Lösungen besitzen, wenn derselben 
mehr als m Zahlen aus der Eeihe 

0, 1, 2, .. . ., i? — 1 

genügen. Es mögen nun wirklich w + 1 solcher Zahlen 
existiren und wir bezeichnen dieselben mit 

a, ai, ag, . . .., a^. 

Wir greifen eine derselben, z. B. а heraus und durch die 
Differenz x — а dividiren wir den Ausdruck linker Hand 
in unserer Congruenz 

ЛГ« + JB я?«^1 + Ол^-2 + . . . . + Ял; + 5 

und erhalten den Quotienten, offenbar, in der Gestalt: 

a;m-i+ jBja^-2^ Ci^~-8+ ....-{- Hix + Si 

und dazu noch als Rest eine gewisse Zahl JJ, Indem wir 
nun den Dividendus gleich setzen der Summe des Pro- 
ductes von Divisor und Quotienten plus dem Reste, er- 
halten wir: 

ж« + Ял;«»-! _|, (7^»п-2 1. . . . . ^ Ял; + /S 
= (x— a){x^'^+Bix^'^ -i-CiX^^ +.... + EiX'\-Si)'\-B. 
Somit kann unsere Congruenz 

л?«+Яж»«-1+Сж'«-2+.... + Яя: + А = (mod.jp) 
in der Form 
(ж— a)(ж~-l+ЯlЛ:«--2+ClЖ~-»+....^-ЯlЛ;^-Ä)+Я=0(mod.l)) 
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dargestellt werden. Setzen wir hierin a? = a, wobei а 
der Voraussetzung gemäss eine der die Congruenz befrie- 
digenden Zahlen sein soll, so finden wir für JB die Con- 
gruenz 

Д = (mod.i?) 

und indem wir diese letztere, von x vollkommen unabhän- 
gige, Congruenz von der vorhergehenden subtrahiren, er- 
halten wir unsere gegebene Congruenz, welche nach der 
Voraussetzung (w+1) Lösungen haben soll, in der Grestalt: 

(^_a)(aj«.-i+5ia;"»-3+Cia:^-8+...+ffiic+iSi)=0(mod.i)) ... (9) 

Wir wollen nun zusehen, ob in der That dieser Congruenz 
w + 1 Zahlen 

welche in der Reihe 

0, 1, 2, . . . ., p — 1 

enthalten sind, genügen können, wenn angenommen wird, 
dass eine Congruenz m — Iten G-rades, wie 

af^"^ + JBia^-2 + Cio^-^ + .... + Яхл; + Si = (mod. p) 

mehr als m — 1 Lösungen nicht haben kann. 

Hat letztere Congruenz nicht mehr als m — 1 Lösun- 
gen, so können nicht edle aus der Reihe 

0, 1, 2, , p—l 

entnommenen m Zahlen 

ai, a2, . . . ., 0»! 

der Congruenz Genüge leisten. Mag nun ai diejenige Zahl 
sein, welche der Congruenz nicht genügt; es wird dann 
der Ausdruck 

ar-i + JBiai«»-2_|, Oja^m-s^ . . . . -j. ^ai + iSi, 

indem derselbe nicht congruent ist КиД nach dem Modul 
p, eine Zahl repräsentiren, welche durch p nicht theilbar 
ist und welche folglich, da p eine Primzahl sein soll, re- 
lativ prim zu p ist. Dasselbe findet dann aber auch in 
Bezug auf die Differenz ai — а statt, weil die Zahlen aj 
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und а, indem jede von Ihnen nicht grösser als p — 1 und 
nicht kleiner als Null vorausgesetzt war, in ihrer Differenz 
nicht eine Zahl liefern können, die durch p theübar wäre. 
Folglich sind die Zahlen 

a\ — a, 
«1^-1 + JBiai«-2 + Gl ai"»-"3 _^ . . . . 4. я, «i + Si 

relativ prim zu p\ und mithin muss auch das Product 
derselben 

relativ prim zu p sein, woraus, im Gegensatz zu der ge- 
machten Voraussetzung, folgt, dass a? = «i die Congruenz 
(9) nicht befriedigt; somit ist unsere versuchte Annahme: 
eine Congruenz mten G-rades könne mehr als m Lösungen 
haben nicht möglich, was zu beweisen war. 

Auf Grund dieses Satzes können wir folgenden all- 
gemeineren Lehrsatz beweisen. 

21. Lehrsatz. Sind nicht alle Coefficienten der allge- 
meinen Gongruenis mten Grades 

^a^-fPÄ?'»-i+Ca;«»-2+....-f fir+S = 0(mod.p) 

durch p theübar, so Jcann die Con- 
gruenz nicht mehr als m Lösungen 
haben. 

Beweis. Wir haben in § 17 gesehen, dass in einer 
Congruenz 

J.a^+5a^-i+Cir»"-2-f ....-f Ä» + Ä= (mod.i?) 

alle solche Glieder weggelassen werden können, deren 
Coefficienten durch p theübar sind. Durch eine solche 
Weglassung von Gliedern wird die Congruenz 

Ахг^-^Ва^'^ + Са^-^ + ....-^Нх + 8 = (mod.i?), 

wenn in derselben alle Coefficienten A^ B, C, , . . ., Щ S, 
VieHache von p sind auf die Identität 

= (mod. p) 

zurückgeführt werden, bn anderen Falle wird die Con- 
gruenz 
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Äx'^ + Bx^-^-i' Сж'^-2 + .... + Яж + А= О {тоА.р) 

auf eine andere zurückgefährt werden, deren Coefficienten 
durch p nicht theilbar sind. Verwandeln wir diese (nach 
§ 17) in eine Form, in welcher der Coefficient der höch- 
sten Potenz Eins ist, so schliessen wir nach dem vorher- 
gehenden Lehrsatze, dass die Congruenz nicht mehr Lö- 
sungen haben kann als Einheiten in dem höchsten Expo- 
nenten derselben enthalten sind; da aber die Congruenz, 
welche aus 

Äx'^+Ba^-^ + Cx"^^+ .... + Hx-\'S=0 {moi.p) 

durch weglassung irgend welcher Glieder erhalten wird, 
offenbar nicht von höherem als wten Grade sein kann, so 
kann dieselbe nicht mehr als m Lösungen haben, was wir 
beweisen wollten. 



§ 19. Anwendung obigen Satzes auf den Beweis des Wilson'- 
schen Theorems und anderer Eigenschaften der Zahlen. 

Auf Grund obigen Lehrsatzes können viele merkwür- 
dige Eigenschaften der Zahlen bewiesen werden. Unter 
Anderem wollen wir z, B. folgenden Lehrsatz beweisen. 
22. Lehrsatz, Die Coefficienten aller Potenzen von x 

in dem ausgerechneten und nach Po- 
teneen von x geordneten Ausdruck 

{x—l){x—2){x—b)....{x—{p—l))—3iP-^+l 

sind alle durch p theilbar у wenn p eine 
PrimzaM ist. 
Beweis. Der Ausdruck 

(a;— 1) {x—2) {х—Ъ) .... {x—{p—l)) 

wird Null für die Werthe a; = 1, 2, 3, . . . ., p—1] folg- 
lich befriedigen alle diese Werthe von x die Congruenz 

{x—Vj {x—2) {x—b) .... (ж— 0—1)) = (mod.i>). 

Dieselben "Werthe von x befriedigen aber, nach dem Fer- 
m а t' sehen Satze, die Congruenz 

a^-^ — 1 = (mod.|>). 
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Subtrahii't man diese letztere Congruenz von der vorher- 
gebenden, so erhält man die neue Congruenz 

(x—l) {x—2) (x—S) .... {x—{p—l))—xP''^+ 1 = (mod.p), 

welche ebenfalls durch die Zahlen 1, 2, 3, ...., p — 1 be- 
friedigt wird, weil sie aus Congruenzen erhalten worden 
ist, welche einzeln durch dieselben Zahlen 1,2,3,....,^ — 1 
befriedigt werden. 

G-enügen aber der Congruenz 

(х—1){х—2)(х—г) .... (ж— (p— 1))— л;Р-1+1 = (mod.p) 

die Zahlen 1, 2, 3, . . . ., p — 1, so hat dieselbe (jp — 1) 
Lösungen 

x^l 
a? = 2 
a? = 3 \ (mod. p). 

m I 

X =p — 1 

Nach dem vorhergehenden Lehrsatze ist aber dieses nur 
dann möglich, wenn sämmtliche Coefficienten des ausge- 
rechneten und nach Potenzen von x geordneten Ausdruckes 

{х—1){х — 2){х—г) (а; — Q)— l))-icP-l + l 

einzeln durch p theilbar sind, weil sonst die Congruenz, 
welche offenbar (p — 2)ten Grades ist, keine p — 1 Lösun- 
gen besitzen könnte. Hiermit ist also unser Lehrsatz be- 
wiesen. 

Wir wollen nun zusehen, auf welche Congruenzen 
wir durch diesen Lehrsatz geführt werden. 

Zu diesem Ende bemerken wir, dass der Ausdruck 

(x—l){x—2){x—S) (x—(p—l)) — xP-'^-\-l 

nach Ausführung der Multiplication und Anordnung der 
Glieder in 

.(1+2+3+....+1)— l)icP-^+(1.2+1.3+....+2.3+....)лf-8 
(1.2.3+1.2.4+....+2.3.44-....)a:P-4+....+(— l)i^i(1.2.3....(p— 1))+1 

verwandelt wird; folglich werden nach dem bewiesenen 
Lehrsatze die Zahlen 
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l + 2 + 3+.... + (p-l), 

1.2 + 1.3 + .,.. + 2.3 + .... + (p-2)(i)— 1), 

1.2.3 + 1.2.4+.... + (i)— 3)(i)— 2)(p— 1) 

(_l)P-il.2.3....(p — 1) + 1 

"Vielfache von p sein. In nnserer Bezeichnnngaweise heisst 
das : es bestehen die Congruenzen : 

1 + 2 + 3 + .. .. + (|>-1) = 
1.2+1.3 + .... + (p— 2)(p— 1) = 
1 . 2 . 3+1 . 2 . 4+. . . .+(j)-3) (p-2) (p-l) = ) (mod. p). 



(_l)P-il.2.3....0— 1) + 1 = 

Alle diese Congruenzen finden somit statt für jede 
PrimzaU p. 

So hat man z. B. für p = 6 wirklich : 

1+2+3+4=0 i 
1.2 + 1.3 + 1.4 + 2.3 + 2.4+3.4 = I 

1.2.3 + 1.2.4 + 1.3.4 + 2.3.4 = ' ^^^ ' ^' 

1.2.3.4 + 1 =0 

Besondere bemerkenswerth ist hier die letzte dieser 
Congmenzen, nämlich: 

(_l)P-i 1.2.3 .... (f)— 1) + 1 = (moä.p), 

welche uns auf folgenden Lehrsatz führt, der unter dem 
Namen des „Wilson's<^en Leftrsatees" bekannt ist. 

23. Lehrsatz. Ist p eine PrimeaM, so ist 

1.2.3....(p— 1) + 1 = (mod.i>). 

Beweis. Die Primzahl p kann entweder 2, oder 
grösser als 2 sein. Im letzteren Falle muss dieselbe, als 
Primzahl, immer ungerade sein. Die für alle Primzahlen 
p gültige Congruenz 
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(— 1)р-Ч.2.3....0 — 1) + 1 = (mod.i)) 
wird aber bei ungeradem jp in 

1 . 2 . 3 . . . . (p—l) + 1 = (mod. p) 

verwandelt. 

Dieselbe Congruenz ist aber auch für p = 2 richtig, 
weil sie in diesem Falle in 

1 + 1 = (mod. 2), 

übergeht, was offenbar richtig ist. Somit ist die Richtig- 
keit des Wilson' sehen Satzes für alle Fälle bewiesen. 

Es ist übrigens nicht schwer allgemeiner zu beweisen, 

dass wenn m Zahlen ai, аг, аз, . . . ., а«», welche Meiner 

als p und nicht Meiner als Null sind, die Gongruena 

J[ic"»+ JBic^-i + (7л^-2 4- . . . . 4- Xa; -jJ ж = (mod.i?) 

befriedigen^ dann die Congrueneen 

—A (ai + a2 + «3 +.... + a,n) = В 

^ («1 аг + ai «3 + . • . • + o>m-i um = C/ 

(mod. p) 

( 1)»»-1 J. (ai «2 «m-l + .... + «2 »3 .... «m) = L 

( — 1)*"^ «1 02 «3 .... «m =-Mj 

bestehen. 
Denn die "Werthe 

X = Ol, 02, 08, . . . ., On» 

machen den Ausdruck 

A{x — Ol) {x — a2){x — O3) .... {x — Om) 

zu Null; folglich befriedigen dieselben Zahlen die Con- 
gruenz 

A(x — a{){x — a^{x — 03) — (a;— On») = (mod.p). 

Der Voraussetzung nach befriedigen aber dieselben Zah- 
len auch die Congruenz 

Aaf''\' Bx"^-^ + Ca?»»-2+ . . • . + Zäj + Jtf = (mod.i)) } 
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folgKch müssen dieselben ZaHen auch die Congruenz, 
welche £ils Differenz der beiden letzteren erhalten wird, 
nämlich : 

Ä{x — tti) (x — аг) {x — az) .,..{x — am) 
'-Ä3^—Bx^''^—Cx'^-^—....^Lx — M=0 (mod. p) 

befriedigen. Genügen aber dieser Congruenz m Zahlen 
«1, «2, «3, .... «я», welche aus der Reihe 

0, 1, 2, ... ., p — 1 

entnommen sind, so besitzt dieselbe m Lösungen, während 
ihr^ G-rad niedriger als der mte ist , indem das Glied mit 
x^ in dem Ausdrucke 

Ä{x — ai) (x '— 02) (x — аз) .... (x — Om) 
~Ax^—Bx^^—Cx^-^ — .... — Lx—M 

wegfallt. Folglich müssen, nach Lehrsatz 21, alle СоёШ- 
cienten von x in dem ausgerechneten und geordneten Aus- 
drucke der linken Seite der Congruenz 

A{x --ai) (x — a2) (x — as) (x — а^) 

—Aa^^Baf^^ — Cx'^-^—.... — Lx—M=0 {moä.p) 

einzeln durch p theilbar sein. 

Es sind aber in dieser Congruenz die Coefficienten von 

/v*m^l /ytwi— 2 /*» /v»0 

folgende : 

— ^ (ai-j- a2 + 03 . . . . + a«,) — Б, 

Л (ai 02 + ai аз + . . . . + an»_i o«) — C, 



(— !)"• ^-4 (0102 ... . üm^i +.... + 0208 .... о,л) — L, 

(— 1)»»-4 Ol 02 03 . . . . o,n —Ж. 

Die Theilbarkeit dieser Ausdrücke durch p heisst 
aber in der von uns angenommenen Bezeichnungsweise : 
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— J. (ai + аз + as +.... + a,n) — Б = 0\ 

Ä(aia2-\-aiaB+ . . . .+аш^1 am) —G =0 

(mod.p), 

(— l)'»-*J.(aia2....am-i+....+ öt2«8....am) — L =0' 
(— l)'"-4aia2a8...,am — Ж=0 

woraus unmittelbar die Congruenzen 

-4(aia2+aia8+....+a,»_ia«) = С 

(mod. p) 
(— l)*^~^J[(aia2....am-i+...+ «2«e....am) = i 

( — l)^Äai «2 08.... «m = Jf 

folgen, welche wir beweisen wollten. 

So ergeben sich z. B. aus der Congruenz 

x^^2x^'i'X — 4 = (mod. 11), 

welcher die drei Zahlen 1, 3, б genügen, die identischen 
Congruenzen für die Coefficienten : 

-(l + 3 + 6) = 2 
1.3 + 1.5 + 3.6 = 1 } (mod. 11). 
— 1.3.6=— 4 



§ 20. Zurfickfuhrung einer Congruenz auf eine Form, in 
weicher der Grad Icieiner wird ais der Modul. 

"Wir haben bewiesen, dass eine Congruenz mten Q-rades 

ж*« + JBaf-i + Ca^-^+ . . . . + La; + Jf s: (mo^.p) 

fdcJU mehr als m Lösungen haben kann. Nunmehr wollen 
wir nachsehen, unter welchen Umständen eine solche Con- 
gruenz auch nicht weniger als m Lesungen hat. Dabei 
werden wir immer voraussetzen, dass der Grrad m nicht 
grösser als ^ — 1 ist. Damit aber diese Voraussetzung 
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nicht etwa als eine Einschränkung der Allgemeinheit be- 
trachtet werde, wollen wir zuerst zeigen, dass eine allge- 
meine Congruenz 

af'+Bx"^^ + Cot^-^ + . . . . + Хл; 4- Jüf = (mod.i?) 

immer auf jene Form zurückgeführt werden kann. 

24. Lehrsatz. Ist p eine Primaahly so kann die Сопг 

gruenz m^ Grades 

x'^+Ba!^''^+Cixi^-^+. . . .+Хл;+ЛГ = (mod. p) 

immer durch eine Congruenz (2?— 1)<вл 
Grades 

^ia;P-i+5,irP-"2+C'ia:P-8+....+Lia;+Jlfi = 0(mod.i)) 

ersetzt werden^ wobei das Polynom 

der Best ist^ welcher bei der Division 
des gegebenen Polynoms 

durch 

xP — X 
erhalten wird. 

Beweis. Dividirt man das Polynom 

durch XP—x, so werden Quotient und Rest ganze Func- 
tionen mit ganzen Coefficienten sein ; dabei wird der Grad 
des Restes kleiner sein als der des Divisors x^ — Xj folg- 
lich nicht grösser £ils p — 1. Mag nun der Quotient bei 
dieser Division mit Ф(д?) und der Rest mit 

AixP-^ + BiXP"^ + С1ЖР-8 + . . . . +Lix + Ml 

bezeichnet werden. Indem wir nun den Dividendus der 
Summe des Productes von Divisor und Quotienten plus 
dem Reste gleich setzen, erhalten wir: 

я^ -f Ba^^ + Сл;"-2 + .... + Za; + Ж 
=Ф(х)(с(^—х)+А1ХР''+В1хР-^+С1а^-^+...+11Х+М1 (10) 
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Durch die Betrachtung dieser Grieichung kann man 
sich leicht überzeugen, dass die Congruenz 

^m ^ s^jf^mr-i ^ Ca:^-2+ . . . . + ia; + ж = (mod. p) 
der Congruenz 
^lÄiP-i + Bio^-^ + CixP-^ +.... + Xi Л? + Ж1 = (mod. jp) 

vollkommen identisch ist. Denn der Ausdruck ж? — x ist 
für beliebige Werthe von x congruent Null nach dem 
Modul p ; schreibt man nämlich 

xP'-x = X (д?Р-* — 1), 

so sieht man sofort, dass wenn x ein Vielfaches von p 
ist, der erste Factor des Ausdruckes durch p theilbar wird 
und wenn X durch p nicht theilbar ist, so genügt der zweite 
Factor (nach dem Fermat'schen Satze) der Congruenz 

xP"^ — 1 = (mod.i?). 

Daraus folgt, dass das Product 

Ф (x) (xP — x) 

für beliebige "Werthe von x congruent ist Null nach dem 
Modul p. 

Somit können wir von der linken Seite der Congruenz 
x"^ + Бд;"»-1 +.Cic«»-2+ . . . . + io; + Ж = (mod.^?) , 
ohne ihre Grültigkeit zu beeinträchtigen, das Product 

Ф (x) (xP — x) 
subtrahiren, wodurch dieselbe die Gestalt 
а;'»+Бж«-1+Сж'^2_^. . . .+Lx+M— Ф(х)(хР—х) = (mod.p) 
annimmt, und nach (10) kann dieselbe auf 
AiXP-^ + BixP-^+ CixP-^ -{-.... + Lix + Ml = (mod. p) 

zurückgeführt werden, was zu beweisen war. 

Dadurch ist der Schluss begründet, dass der Grad 
einer Congruenz mit dem Modul 2 immer bis auf 1 herab- 
gesetzt, der Grad einer mit dem Modul 3 bis auf 2, einer 
mit dem Modul б bis auf 4 u. s. w. herabgesetzt werden 
kann. 
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So können wir z. B. , wenn die Congruenz 

x^J^x^—l = (mod. 3) 

gegeben ist, den Grad derselben bis auf 2 herabdrücken. 
Zu diesem Ende suchen wir den Eest der Division von 
x^ -{-x^ — 1 durch x^ — X auf. Da dieser Eest x*-}-x — 1 
ist, so können wir die betrachtete Congruenz durch 

x^J^x — l = (mod. 3) 
ersetzen. 



§ 21. Kriterium, zur Entscheidung ob eine Congruenz so viele 
Lösungen besitzt, als deren Grad Einheiten hat. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie man den Grad einer 
Congruenz mit dem Modul p bis auf p — 1 herabdrücken 
kann, wollen wir nunmehr zeigen, unter welchen Bedin- 
gungen eine Congruenz mten Grades 

ЛГ« + Bx^-^ + Cx^-^ + . . . . + Lic + Ж = (mod. p) 

m Lösungen hat , wenn m nicht grösser als p — 1 ist. 
Wir setzen hierbei den Coefficienten der höchsten Potenz 
von X gleich Eins voraus, weil wir gesehen haben, dass 
man es bei jeder Congruenz so einrichten kann. 

Nach folgenden Lehrsätzen wird man immer beur- 
theilen können, ob eine solche Congruenz so viele Lösungen 
als Einheiten in dem Exponenten ihres Grades vorhanden 
sind, hat, oder nicht. 

25. Lehrsat js;. Bat die Congruenjsf 

(xf''-{-Bo^-'^-{-Cx^'^-{'.. . .+Ха;+Ж= (mod. jp) 

m Lösungen^ so sind die Coefficienten 
in dem Beste der Division von xp — x 
durch 

af^ + Bx^-'^+Caf^-^'^....'{-Lx + M 



alle durch p theübar. 
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Beweis. Wir bezeichnen mit F{x) den Quotienten 
der Division von xp — x durch 

und mit (p{x) den Rest dieser Division und erhalten, in- 
dem wir den Dividendus der Summe des Productes von 
Divisor und Quotienten plus dem Reste gleich setzen : 

xP—x = F(x) (л;"»-|- Baf^"^ + Cxl^^+ . . . . + Хж + Ж) + q>{x), 

woraus 

(11) xP—x—F{x){xm-\-Baf^^+Ca^-^+ . . . .+Lx+M) = q){x) 

sich ergiebt. 

Wir büden nun die Congruenz 

x!P—x—F{x) {аГ'^Вс(Г'-^+Сх'^^+.. . .+Ха;+Ж ) = О (mod.i?) 

und beweisen, dass dieselbe, unter den gemachten Vor- 
aussetzungen, nicht weniger als m Lösungen hat. Dieses 
folgt daraus, dass der Ausdruck x^ — Xj wie wir in § 20 
gesehen haben, für beliebige "Werthe von x congruent ist 
Null nach dem Modul p und was das Product 

betrifft, so wird dasselbe für alle solche Werthe von x 
congruent Null nach dem Modul jp, welche die Congruenz 

befriedigen. Letztere Congruenz hat aber nach der Vor- 
aussetzung m Lösungen. 

Somit hat die Congruenz 

c(^—x^F{x) (a^+JBir»^-i+(7Ä;'«-2+. . . .+Хл:+Ж) = (mod-j)) 

mindestens m Lösungen. Diese Congruenz ist aber nach 
(11) auf 

(p{x) =0 (mod. p) 

zurückführbar, deren Q-rad kleiner als m ist; weil (p{x) 
für uns den Rest der Division von x^p — x durch 

bedeutet. 
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Haben wir uns auf diese Weise von der Congruenz 

(p{x) = (mod. p) 

einerseits überzeugt, dass dieselbe mindestens m Lösungen 
hat und andererseits, dass ihr Q-rad niedriger, als der mte 
ist, so schliessen wir nach Lehrsatz 21, dass die Coeffi- 
cienten in q){x) alle durch p theilbar sein müssen, worin 
der zu beweisende Satz bestand. 

Wir wollen nunmehr den umgekehrten Lehrsatz be- 
weisen. 

26. Lehrsatz. Sind in dem Beste der Division von 

xP — X durch 

ж"» +JBa;"»-i + Cic^-8 + . . . . +Lx +Ж 

alle Coeffidenten Vielfache von py so 
hat die Gongruenis 

c(f^'\-Bx'^-^-\-Cx:^^'\-.,..-{'Lx+M = (mod.i>) 

m Lösungen. 

Beweis. Es mögen wieder F{x) und (p{x) den Quo- 
tienten, respective Rest bei der Division von x^ — x durch 

ci^+Boi^^ + Cx'^^-\'.... + Lx + M 

bedeuten und in dem Eeste fp{x) sollen alle Coefficienten, 
nach Voraussetzung, Vielfache von p sein. Dann wird 
für jeden Werth von x die Congruenz 

9)(ä;) = (mod.i)) (12) 

bestehen, während der Quotient F{x) eine ganze Function 
(p-m)ten Q-rades von der Gestalt 

sein wird. 

Setzt man den Dividendus gleich der Summe des 
Productes von Divisor und Quotienten plus dem Beste, 
so findet man 

ofi—x = F{x){x^+Bx'^-^+Gx'^^+....+Lx-\-M) + 4){x\ 

woraus 

x9-x—(p{x) = JF(a;)(a:"» + JBrc«-^+Crc~-«+.... + ia? + Jlf) 

Tehebyeclieff, ZaUentbeorie. 6 
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folgt. Da aber nach (12) und nach dem oben über x?^ — x 
Auseinandergesetzten die linke Seite der letzten Gleichung, 
ipP— д;— 9>(ж) für alle Zahlen 0, 1, 2, . . . ., p— 1 congruent 
ist Null nach dem Modul /?, so werden auch aUe diese 
Zahlen die Congruenz 

F{x) (p^ + Бж»«-1 + Сж"»-з^ . . . . + Хж + ЛИГ) = О (mod. р) 

befriedigen, weil die linke Seite derselben, nach dem eben 
Ausgeführten, mit der Differenz x'P—x — fpipS) identisch ist. 
Es genügen also alle ^) Zahlen 0, 1, 2, . . . ., p — 1 
der Congruenz 2)ten Grades 

F(x) (я^ -f Bx"^'^ + Сж'"-^ + .... + Zä: + Jlf) = (mod. p), 

welcher offenbar keine solche Zahl genügen kann, die 
nicht einer der beiden Congruenzen 

F(x) = (mod. p), 
л:»'» + Бл:«»-1+Сж"»-2+ .... + ia; + Jlf =0 (mod.jp) 

genügen würde. Denn wenn z. B. der Werth x = а keine 
dieser letzten Congruenzen befriedigt, so werden sowohl 
F(a) als auch «•» + Ба"»-Ч-Са"*-2+.... + Ха + Ж Zahlen 
sein, welche durch p nicht theilbar sind, d.h. (weil p 
selbst eine Primzahl ist) Zahlen, welche relativ prim sind 
zu p. Sind aber die Zahlen F{a) und 

relativ prim zu p, so muss auch ihr Product 

F(a) («»» + Б«»»»-! + (7a*»-2 + .... + ia + Ж) 

eine Zahl repräsentiren , welche relativ prim zu p ist; 
und folglich kann die Congruenz 

F{x) {x^^ + Bx^-^ -\- Сд;*»-2_[_ , . . . + ia;+ Ж ) = (mod.i?) 

durch X = а nicht befriedigt werden. 

Es muss also jede der Zahlen 0, 1, 2, . . . ., p — 1 
mindestens eine der beiden Congruenzen 

F{x) = Q] л;"» + Ба;'»-1+Сл:«»-2+.... + Хж + ЛГ=0 (mod.p) 
befriedigen. 
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Bezeichnen wir daher mit n die Anzahl derjenigen 
Zahlen der Reihe 

0, 1, 2, , jp— 1, 

welche die eine Congruenz 

F(x) = (mod. p) 

und mit n' die Anzahl derjenigen Zahlen aus derselben 
Reihe, welche die andere Congruenz 

it^ 4- Бж»"-^ + Cä^»-2 + -{- Lx -\- M = (mod. p) 

befriedigen, so ist jedenfalls die Summe 

n -\- n' nicht kleiner als p. 

Dabei geben n und n' beziehungsweise die Anzahl der Lö- 
sungen der Congruenz 

F(x) = 0, resp.ÄJ'"+5a?»«-*+Gr»'»-2^....+Za;+Jlf~0 (mod.p) 

an, welche ja, wie wir Öfter wiederholt haben, durch die 
Anzahl der Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, . . . ., p — 1, die 
die betreffende Congruenz befriedigen, bestimmt wird. 
Folglich ist nach Lehrsatz 20 

n' nicht grösser als m, und n nicht grösser als p — m; 

weil F(x), wie wir gesehen haben eine Function (p — w)ten 
Grades in der Gestalt 

ist. 

Es werden also die Zahlen n und n', welche resp. 
die Anzahl der Lösungen der Congruenzen 

F{x) = Oundx'^+Bx'^''^+Cx'^-^+ .... +Хж+Ж=0 (mod.i?) 

angeben, den Bedingungen 

n-^n'^p] n'^p — w; w'^w 

zu genügen haben. 

Eliminirt man n aus den ersten zwei dieser drei Be- 
dingungen, so erhält man für n' die Bedingung 

welche in Verbindung mit der dritten der obigen Bedingungen 

6* 
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die Grleichung 

n = m 

liefert, was bewiesen werden sollte. 

Auf Grund der letzten zwei Lehrsätze sind wir nun 
immer im Stande zu entscheiden, ob eine gegebene Con- 
gruenz wirklich so viele Lösungen hat, als Einheiten in 
dem Exponenten ihres Grades vorhanden sind. Zu diesem 
Ende machen wir zuerst, nach der im § 17 gezeigten Me- 
thode, den Coefficienten der höchsten Potenz in der gege- 
benen Congruenz gleich Eins und dividiren dann, indem 
wir mit p den Modul der Congruenz bezeichnen, 

durch die linke Seite der gegebenen Congruenz. Sind 
dann in dem bei dieser Division sich ergebenden Eeste 
sämmtliche Coefficienten Vielfache von p, so schliessen 
wir nach dem letzten Lehrsatze, dass die gegebene Con- 
gruenz wirkHch so viele Lösungen besitzt, als Einheiten 
in ihrem höchsten Exponenten vorhanden sind, bn ent- 
gegengesetzten Falle schliessen wir nach dem vorletzten 
Lehrsatze, dass die gegebene Congruenz so viele Lösun- 
gen nicht besitzt. 

Um z. B. zu erfahren, ob die Congruenz 

Ж* — x^ — 2x = (mod. 6) 

d?:ei Lösungen hat, oder nicht, dividiren wir 

x^ — X 
durch 

x^ — x^'—2x. 

Da diese Division den Rest 

ergiebt, in welchem beide Coefficienten durch б theilbar 
sind, so schliessen wir, dass die gegebene Congruenz drei 
Lösungen hat. [bi der That überzeugt man sich in die- 
sem Falle, wo der Modul eine kleine Zahl б ist, durch 
einfaches Einsetzen für x die Werthe ж = 0, 1, 2. 3, 4, 
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dass л? = 1 imd л? = 3 die Congruenz nicht befriedigen; 
dagegen 

X = 0; X = 2; X = 4: (mod. 6) 

die Lösungen wirklich sind.] 

Dagegen liefert die Division von 

durch 

ж«+л?»— 2 
den Best 

ж»— Зл? + 2, 

in welchem die Coefficienten nicht theilbar sind durch 6, 
und wir schliessen daher, dass. die Congruenz 

a.8-|_a;2_2 = (mod. 5) 

weniger als drei Lösungen hat. 

[Li der That überzeugt man sich leicht, dass die 
Werthe 

л? = 0; x = S] ic = 4 

die Congruenz nicht befriedigen, dagegen 

x = l'j x = 2 (mod. 6) 
Lösungen sind.] 



Kapitel IV. 

Ueber Congruenzen zweiten Grades. 



§ 22. Zurückfdhrung der vollständigen Congruenzen zweiten 
Grades auf die Congruenz von der Form 

;2f* = g (mod. p). 

Die allgemeine Form einer Congruenz zweiten Grades 
ist 

ax^ -\-bx-\- с = (mod. p). 

In zwei Fällen kann diese Congruenz auf Congruenzen 
ersten Grades zurückgeführt werden. Erstens, wenn p = 2 
ist. In diesem Falle kann man nach Lehrsatz 24 den 
Grad einer Congruenz wten Grades überhaupt, also auch 
den Grad von 

ax^ -^Ъх-}- с = (mod. 2) 

bis auf 1 herabdrücken. Man dividirt hier die linke Seite 
durch x^—x und ersetzt die gegebene Congruenz durch 
die ihr identische Congruenz ersten Grades 

{а + Ъ)х + с = (mod. 2). 

Zweitens kann man die gegebene Congruenz zweiten 
Grades 

ax^ -\-Ъх -\- с = (mod. p) 

auf eine solche ersten Grades zurückführen, wenn а durch 
p theilbar ist; weil wir in diesem Falle die Congruenz 

а = (mod. p) 
mit x^ multipliciren und die dadurch erhaltene: 
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ax^ = (mod. p) 
von der gegebenen 

ax^ + b^ + с = (mod. 'p) 

subtrahiren können, wodurch wir eine Congruenz ersten 
G-rades 

&Ж + с = (mod. jp) 

erhalten, welche mit der ursprünglichen identisch ist. 

Also, wenn entweder ^ = 2 ist, oder а ein Multiplum 
von ^, kann die Congruenz zweiten Grades 

ax^ + i^^ + ^ — (mod. j^) 

auf eine ersten Grades zurückgeführt werden, welche wir 
lösen können. Wir wenden uns nun zu dem Falle, dass 
2? nicht gleich 2 und а kein Vielfaches von p ist und 
wollen uns vorerst, zur Vereinfachung der Untersuchung, 
auf die Annahme beschränken, dass p eine Primzahl ist. 

Wir werden nun zeigen worauf die Lösung der Con- 
gruenz 

ax^ + b^ + с — (mod. 2?) 

in diesem Falle zurückzuführen ist. 

Da 2?, nach der Voraussetzung, eine Primzahl und 
von 2 verschieden und а kein Multiplum von 'p ist, so 
wird 4a relativ prim zu p sein; folglich wird, wie man 
sich leicht überzeugen kann, die Congruenz 

ax^ 4" b^ + ^ = (mod. p) 
mit 

4(» [ax^ -|- ^^ H~ ^) — Ö (mod. p) 
identisch sein. 

In der That ist die zweite der beiden Congruenzen 
in der ersten enthalten; weil wir immer, ohne eine Con- 
gruenz zu beeinträchtigen, die Glieder derselben mit einer 
beliebigen Zahl multipliciren dürfen. Umgekehrt ist aber 
die erste Congruenz in der zweiten enthalten, indem sie 
aus derselben durch eine erlaubte Weglassung des Fac- 
tors 4a hervorgeht, — eine erlaubte Weglassung, weil 4a 
relativ prim zu p vorausgesetzt worden ist. 

Die Congruenz 
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4а (аж* + Ьж -(- с) = (mod. р) 

капп man aber so schreiben: 

(2ax + ЬУ-^ Ь^ ^ 4дс = о (mod. р). 

ffieraus leiten wir die Congruenz 

0^ = 6*— 4ac (mod. p) 
ab, indem wir 

= 2ax + Ъ 
setzen. 

Daraus ersehen wir, dass die Lösung der Congruenz 

ax^ + ba? + с = (mod. p) 
auf die Lösung von 

ß^ = b^—4ac (mod.p) 

und auf die Bestimmung von x durch die Grleichung 

2ax -\-b = 
zurückgeführt wird. 

Was nun die Bestimmung von x aus der Gleichung 

2ax -\-b = 

betriflFt, nachdem z bereits durch die Lösung der Congruenz 

0^ = b^—Aac (mod. p) 

gefanden ist, so ist diese Bestimmung auf die Lösimg 
einer Congruenz ersten Grades zurückzuführen. 

Nach dem, was wir über die Lösungen von Congruen- 
zen in der Form f{x) = (moä.p), in welchen f{x) eine 
ganze Function von x mit ganzen Coefficienten bedeutet, 
bemerkt haben, wird nämlich die Lösung der Congruenz 

0* = b^— 4ac (mod.p) 

jedenfalls durch eine oder mehrere Congruenzen in der 
Gestalt 

ß = а (mod. p) 

dargestellt werden. Folglich werden wir, um x zu be- 
stimmen, welches mit durch die Gleichung 

2ax -\-Ъ = 
verbunden ist, die Congruenz 
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2ax + Ь = а (mod. p) 
erhalten. 

Diese Congruenz ersten Grades zu lösen, haben wir 
bereits gelernt. Wir bemerken zugleich, dass dieselbe, 
unter den gemachten Voraussetzungen immer eine Lösung 
besitzen wird; weil nämlich hier die beiden Zahlen 2a 
und p relativ prim zu einander sind. 

Somit besteht die Schwierigkeit der Lösung der all- 
gemeinen Congruenz zweiten G-rades 

flwj* + Ьж -j- ^ = (mod. p) 

lediglich in der Auffindung der Lösung der specielleren 
Congruenz 

jgf* = b'— 4ac (mod. p) ; 

mit dieser letzteren wollen wir uns nunmehr eingehender 
beschäftigen. Wir werden dieselbe in der Form 

/s^ =:q (mod. p) 

schreiben, indem wir, Kürze halber, 

6*— 4ac = q 
setzen werden. 

Indem wir nun die Congruenz 

jcr* = g (mod.^)) 

näher betrachten, bemerken wir sofort, dass dieselbe, falls 

g = (mod. p) 
ist, durch 

£г = (mod. p) 

befriedigt wird. Man kann sich auch leicht überzeugen, 
dass in diesem Falle js^O (mod. p) die einzig mögliche 
Lösung der Congruenz jgr^ = g (mod. p) sein wird. Denn, 
sobald q congruent Null nach dem Modul p ist, drückt ja 
die Congruenz a^ ^ q (mod. p) nichts Anderes aus, als dass 
0* durch p theilbar ist. Da aber p, als Primzahl, nicht 
durch das Quadrat irgend einer Zahl theilbar sein kann, 
so muss die Theilbarkeit von 0* durch pj nach Lehrsatz 
6, die Theilbarkeit von selbst durch p zur Voraussetzung 
haben, was wir aber durch 

0^0 (mod. p) 
ausdrücken. 
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Somit besitzt die Congruenz 

;Sf* = g (mod. p) , 

wenn q congruent Null nach dem Modul p ist, die einzige 
Losung 

;8f = (mod. p). 

Grehen wir nun zu dem Falle über, dass q in Bezug 
auf den Mod. p nicht congruent Null ist. In diesem Falle 
findet in Betreff der Lösungen der Congruenz z^^q (mod.jp) 
folgender Lehrsatz statt. 

27. Lehrsatz. Ist q nach dem Modul p nicht con- 
gruent Null, so hat die Congruenz 

z^ = q (mod. p) 

entweder gar Jceine Lösung, oder sie 
besitzt deren zwei. 
Beweis, Wir haben gesehen, dass eine Congruenz 
f(x) = (mod.p) überhaupt genau so viele Lösungen besitzt, 

als es Zahlen unter denjenigen der Reihe 0,1,2, , i?— 1 

giebt, welche die Congruenz befriedigen. Damach ist es 
aber leicht zu beweisen, dass die Annahme, die Congruenz 

z^ = q (mod. p) 

habe nur eine Lösung^ unmöglich ist, wenn nicht 

2 = (mod. p) 
ist. 

Es mag, in der That, а diejenige Zahl aus der Reihe 
0, 1, 2, . . . ., jp— 1 sein, welche die Congruenz z^=:q (mod.^) 
befriedigt. Die Zahl а kann nicht Null sein: da die Sub- 
stitution von ;Sf = in z^ = q (mod. p) die Congruenz 
= g (mod. p) abgeben würde , was gegen die Annahme 
wäre. Es kann somit а nur eine der Zahlen 1,2, ...,p— 1 
sein. 

Es ist aber leicht einzusehen, dass wenn die Congruenz 
z^ ^ q (mod. ^>) durch die Zahl а befriedigt wird, dieselbe 
auch durch p — а befriedigt werden muss; weil (ß — a)*, 
als eine mit p^ — 2ap-{-a^ identische Zahl, offenbar con- 
gruent ist a^ nach mod. p. Es wird also p — а immer 
dann eine zweite Lösung der Congruenz z^ = q (mod. p) 
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liefern, wenn die ZaH p — а erstens unter den Zahlen 
0, 1, 2, . . .j p — 1 enthalten und zweitens von а verschie- 
den sein wird. Ersteres folgt aber aus dem Umstände, 
dass а nicht grösser als p und nicht kleiner als 1 ist; 
während die zweite Bedingung deshalb hier erfüllt sein 
muss, weil sonst 

p — а = а, also p = 2a 

sich ergeben würde, was unmöglich ist, da die von 2 ver- 
schiedene Primzahl p keine gerade Zahl sein kann. 

Befindet sich also unter den Zahlen der genannten 
B;eihe eine Zahl, welche die Congruenz ;Sf* = g (mod. p) be- 
friedigt, so wird sich darunter zugleich auch noch eine 
zweite Zahl befinden, welche ebenfalls die genannte Con- 
gruenz befriedigt. Folglich ist es nicht möglich, dass 
diese Congruenz nur eirte Lösung haben sollte. Da sie 
aber, als eine Congruenz zweiten Grades, auch nicht mehr 
als zwei Lösungen haben kann, so kann dieselbe nur ent- 
weder zwei Lösungen Ч oder gar keine besitzen, was wir be- 
weisen wollten. 



§ 23. Ueber die Existenz der Lösungen der Congruenz 

z^ ^ q (mod. p), 

"Wir wollen uns jetzt mit der Untersuchung derjeni- 
gen Kriterien beschäftigen, nach denen man entscheiden 
kann, ob die Congruenz z^ ^ q (mod. /)), wenn nicht q = 
(mod.jp) ist, zwei Lösungen besitzt, oder gar keine. 

Auf G-rund der in § 21 bewiesenen Lehrsätze ist es 
nun leicht zu erkennen, ob die Congruenz 

z^ — q = (moä. p) 

zwei Lösungen besitzt, oder nicht. Wir haben zu diesem 
Zwecke den Rest zu finden, welcher bei der Division von 
Й* — z durch z^ — q erhalten wird. Um diesen Rest leich- 
ter finden zu können, schreiben wir den Dividendus js(p — z 
in der Form 
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Г Pul Pzll [Pul 1 

4и' -«' J+4«' -iJ 

und bemerken, dass der Ausdruck 

p — 1 p — 1 

durch e^ — q theilbar ist. Folglich wird der Ausdruck 
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der gesuchte Rest der Division von 4* — g durch g*—q sein. 
Daraus scbliessen wir nach Lehrsatz 26, dass die 
Congruenz 

e* = q (mod. p) 

zwei Lösungen besitzt, wenn 

Я-1 

durch p theilbar ist, oder in unserer angenommenen Aus- 
drucksweise, wenn die Congruenz 

2^=1 (mod. p) 
stattfindet. 

Wird diese Congruenz nicht erfüllt, ist also q ^ — 1 
kein Vielfaches von pj so schliessen wir nach Lehrsatz 26, 
dass die Congruenz js^ =: q (mod. p) keine zwei Losungen 
und somit auch gar keine Lösung besitzt ; weil diese Con- 
gruenz nach Lehrsatz 27 entweder zwei Lösungen, oder 
gar keine zulassen kann. 

Wir haben somit das Ejriterium gewonnen : 
Die Сопдгиеп0 

jsi^ = q (moä.p) 

besitzt zwei Läsungen у oder ga/ir Iceine ^ je nach- 
dem die Congruenz 

p-^l 

2 

q s 1 (mod. p) 

stattfindet^ oder nicht. 
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Ьп ersteren FaHe werden wir sagen : die Congruenz 

is^ = q (mod. p) 

ist möglich; im entgegengesetzten Falle — sie sei un- 
möglieb. 

Wir erinnern hier noch daran, dass das eben erhal- 
tene Kriterium unter der gemachten Voraussetzung ge- 
wonnen wurde , dass p eine von 2 verschiedene Primzahl 
und q eine beliebige, positive, oder negative, durch p nicht 
theilbare Zahl sei. 

Beispiel. TJm zu erkennen, ob die Congruenz 

0^ = 3 (mod. 6) 

Lösungen hat, oder nicht, erheben wir 3 zur — 5— ten oder 

2ten Potenz. Indem wir nun finden, dass 3' nach dem 
Modul 5 nicht congruent ist 1 , schliessen wir , dass die 
Congruenz ß^ = 3 (mod. 5) keine Lösungen hat ; mit an- 
dern Worten, dass diese Congruenz unmöglich ist; [durch 
Einsetzung der Werthe 0, 1, 2, 3, 4*) kann man sich von 
der Unmöglichkeit leicht überzeugen]. 

Dagegen überzeugen wir uns, dass die Congruenz 

0^ = 2 (mod. 7) 

zwei Lösungen besitzt, indem wir finden, dass 

Zzil 

2 2 ^8 

nach dem Modul 7 congruent 1 ist; [in der That wird 
unsere Congruenz durch = 3 und «? == 4 = 7 — 3 be-» 
friedigt und je? = 3 ; ^ = 4 (mod. 7) sind also die zwei Lö- 
sungen derselben.] 



§ 24. Ueber das Symbol ß-\ 



Sind p und q keine sehr grossen Zahlen, so ist es 
nicht schwer zu erkennen, ob die Congruenz 

[* Es ist nur nötbig für s = 1 und z = 2 zu prüfen, weil aus- 
geschlossen ist und 3; 4 die Zahlen 2, resp. 1 zu 5 ergänzen.] 
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Я-1 

q ^ =1 (mod. p) 

stattfindet, oder nicht. Diese Erkenntniss wird dagegen 
sehr schwer, wenn p und q grosse Zahlen siad. Wir wol- 

len nun zeigen, wie man sich, ohne den Werth von q ^ 

Я-1 
zu berechnen, überzeugen kann, ob die Congruenz g ^ = 1 
(mod. p) erfüllbar ist, oder nicht, um dadurch zu entschei- 
den, ob die Congruenz ^^ ^ q (mod. p) Lösungen besitzt, 
oder nicht. Zu diesem Zwecke wollen wir zeigen, dass 
wenn q durch p nicht theilbar und p eine von 2 verschie- 
dene Primzahl ist — und das waren ja unsere gemachten 

Voraussetzungen — , die Zahl q ^ jedenfalls eine der 
beiden Congruenzen 



q 2 =1 

q ^ ^-1) 



> (mod. p) 



befriedigen muss. 

Denn, wenn keine von diesen beiden Congruenzen be- 

friedigt sein sollte, so würde weder die Zahl q ^ — 1, 

noch die Zahl g ^ + 1 durch p theilbar sein und folglich 
müsste jede dieser Zahlen, da p selbst Primzahl ist, re- 
lativ prim zu p sein. Wären aber beide Zahlen 

q ^ —1 und g ^ + 1 
relativ prim zu _p, so müsste auch ihr Product 

(q-^-l)(qir+i) = /-1-1 
relativ prim zu p sein, was nicht wahr sein kann, weil 



— 1 



nach dem Fermaf sahen Satze die Differenz ^ — 1 durch 
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p theilbar sein muss. Folglich wird eine der beiden Con- 
gruenzen 

q ^ =1-, g ^ =— l(mod.jp) 

jedenfalls erfüllt sein. 

Man kann sich aber andererseits leicht überzeugen, 
dass diese Congruenzen nicht beide gleichzeitig bestehen 
können. Denn die Zulassung beider würde 

1 = — 1 (mod. p) und somit 2 = (mod. p) 

ergeben, was unmöglich ist; weil p, als еще nach Vor- 
aussetzung von 2 verschiedene Primzahl, kein Theiler von 
2 sein kann. 

Aus unserer Auseinandersetzung folgt, dass die Mög- 
lichkeit der Congruenz £i^ Eiq (mod. p) durch dasjenige 
Vorzeichen bestimmt wird, welches man in der rechten 
Seite der Congruenz 

q ^ =±1 (mod. p) 

zu nehmen hat, damit dieselbe befriedigt werde. Wird 
dieselbe mit dem Vorzeichen + befriedigt, so lässt die 
Congruenz J3^ ^ q (mod. p) Lösungen zu und man nennt 
in diesem Falle die Zahl q einen quadratischen Best der 
Zahl p. Im entgegengesetzten Falle, wenn nämlich die 
Congruenz 

q ^ =±1 (mod. p) 

mit dem Vorzeichen — befriedigt wird, lässt die Con- 
gruenz ^* = g (mod. p) keine Lösung zu und man nennt 
dann die Zahl q quadratischen Nichtrest von p. 

Man ist femer, um die Schreibweise abzukürzen, 
übereingekommen, anstatt zu schreiben: p und q befriedi- 
gen die Congruenz 

p — 1 

2^=1 (mod.j)), 

was, wie wir gesehen haben, ein Kriterium ist für die 
Möglichkeit der Congruenz 
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^* = g (mod. p), 
kürzer zu schreiben: 

(f) = '■• 



P^i 



im entgegengesetzten Falle , wenn q ^ = — 1 (mod. p), 
schreibt man 

(f) = -'• 

Nach dieser Bezeichnungsweise bedeutet das Symbol 
(-Л die Zahl 1, mit demjenigen der beiden Vorzeichen ± 
genommen, mit welchem dieselbe der Congruenz 

q ^ = ±1 (mod.jp) 

genügt. Folglich wird die Bedeutung des genannten Sym- 
bols durch die Congruenz 

p — 1 

e~^ = (I) (mod. p) 
und die gleichzeitige Bedingung, dass der Zahlwerth von 

immer 1 ist, vollkommen bestimmt sein. 

Beispiel. Wir haben oben gesehen, dass die Con- 
gruenz 

g ^ = 1 (moA.p) 

für g = 2 und ^) = 7 befriedigt ist ; folglich wird nach 
unserer Bezeichnungsweise 



(D- 



5—1 



sein. Dagegen fanden wir oben, dass 3 ^ , bezüglich 
den Modul б congruent ist — 1 ; folglich ist 



(§) - ->• 
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Auf diese Weise scbliessen wir aus 

dass die Losung der Congruenz ß^^2 (mod. 7) möglich 
ist und nennen die ZaH 2 quadratischen Rest von 7. Da^ 
gegen folgern wir aus der Gleichung 



©=- 



die Unmöglichkeit der Congruenz ^^ = 3 (mod. 5) und die 
Zahl 3 wird daher quadratischer Nichtrest von 5 sein. 



§ 25. Eigenschaften des Symbols f-\ 

Nachdem wir die Bedeutung des Symbols (—Л be- 
stimmt haben, wollen wir zur Entwickelung seiner Eigen- 
schaften schreiten und zunächst folgenden Lehrsatz bewei- 
sen. 

28. Lehrsatz. Das Symbol ( — j hat den Werth 1 

^ und das Symbol ( — ) den Werth 

(-1) ' . 

Beweis. Wir Laben gesehen, dass das Symbol ( — j 

immer die Congruenz 

p-l 



a"" =(-) (mod. p) 



befriedigt. Setzen wir hierin hintereinander g = 1 und 
q = — 1, so erhalten wir 

l^(i)i (-1)-^% (=J) (mod. А 
oder, was dasselbe ist: 

Tchebyscheff, Zahlentheorie. 7 
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Da aber der Zahlwert beider Symbole 
jedenfalls 1 ist, so werden die Differenzen 

i_(i)^d(_i)^_(=i), 

—1 ^^ 

falls nicht f—j = l und Г^ j = ( — 1) ^ wäre, ent- 
weder auf 2, oder auf —2 führen. Nun kann aber weder 
2, noch — 2 bezüglich Modul p congruent Null sein, da p 
eine von 2 verschiedene Primzahl ist. Tolglich ist die 
Annahme, es seien nicht 



(1) = 1 ™. (=1) = (-1, 



2 



unzulässig, wodurch unser Lehrsatz bewiesen ist. 

Beispiele. Aus unserem Lehrsatze erhalten wir, 
dass 

Ф = '■' (^) - '■' (Tr) = -1. 

wovon man sich auch leicht überzeugen kann. 

29. Lehrsat £1. Bedeutet Q das Product der Zahlen 

gl, 32, . . . ., gtnj 
so ist 



© = Ф (f ) ■ ■ • ■ (!)• 



Be»««. Di, Sy»Wle (|), (!■), ф, ..., (|) 

^befriedigen, wie wir gesehen haben, die Congruenzen 
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jp— 1 

«■^-(f).«'"^-(f).-.»-"^-e) 

Multiplicirt man alle diese letzteren Congruenzen, mit 
Ausnahme der ersten, gliedweise mit einander, so erhält 
man: 

aS" ,3^....,5^^(|)(|)....(|)(xnod.l,), 
oder, was dasselbe ist: 

Nach der Voraussetzung ist aber g'i й • • • • 2n = ö, folg- 
lich geht die vorhergehende Congruenz in 

Über. Aus dieser Congruenz, zusammen mit der allerer- 
sten der obigen Congruenzen, nämlich: 

(2 2 =(|)(mod./>), 
erhalten wir dann 

G-)<:-)(f)--(f)<"°^^'' 

oder, anders geschrieben: 

(f)-(f)(f)-(i)-»c»^^'- 

Da nun der Zahlwerth der Symbole 



Ф--Ф-Ф (I) 



jedenfalls 1 ist, so würde die Differenz der beiden Aus- 
drücke 

7* 
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(|)-4f)(f) •••(?) 



falls dieselben nicht einander gleich wären, entweder 2, 
oder — 2 werden. Weder in dem einen, noch in dem an- 
dern Falle, würde aber die vorhergehende Congruenz be- 
stehen können; weil p von 2 verschieden ist. Es ist also 
die Annahme, es seien die beiden Ausdrücke 

(|)-4f)(f)-(f) 

nicht einander gleich, unzulässig und somit ist unser 
Lehrsatz bewiesen. 

Auf Grrund dieses Lehrsatzes wird die Bestimmung 

des Symbols i—ji wenn Q eine zusammengesetzte Zahl 

ist, auf die Bestimmung der Symbole 

zurückgeführt, wobei gi , gg , . . . , ?n die in (g enthaltenen 
Primzahlen bedeuten. 

Beispiele. Um die Symbole {-»)', (jTfr) zu be- 
stimmen, findet man: 

Kf) ^ \7У W/ ' viöi/ ^ viöi/ vioi/ W/' 

Als specieUen Fall des letzten Lehrsatzes können wir 
auch die Bichtigkeit der Grleichung 



(f) - (!) 



behaupten. Man braucht, um diese Grleichung zu bewei- 
sen , nur in dem oben bewiesenen Lehrsätze alle Grrössen 
Uli Q2i . ' M in gleich q zu setzen. Es geht in diesem 
FaUe die Grleichung 

ф=(|)(|)-(|) 
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in 

Ф = (f )' 

und Qj welches dem Producte gi 22 • • • ?n gleich sein soll, 
in 3* über. 

Beispiele. Wir finden auf diese Weise: 

(?) " © = Ф'-' (?) = Ф = (D • 

In dem noch specielleren ГаДе, wenn n = 2 ist, geht 

6)-(f)"^(i')=(i)" 

über. Da nun das Quadrat von (—)) gleichviel, ob f—\ 
gleich 4-lj oder — 1 ist, immer 1 sein wird, so erhalten 



wir: 

,2. 



(j) - '■ 



Q^ 



Biese Eigenschaft des Symbols Г — j kann za. bedeu' 

tenden Vereinfachungen dienen, wenn es sich um die Be- 
stimmung des Werthes desselben handelt. Nach dem oben 
bewiesenen Lehrsatze hat man 



Ф=ФФ- 



-«' 



setzt man darin für f —Л seinen Werth aus der vorherge- 
henden Grleichung, so findet man: 



(f ) = (f)- 



Auf Grund dieser Gleichung kann man bei der Be- 
stimmung des Werthes von ( — j immer in Q jeden Fac- 
tor weglassen, welcher eia volbtändiges Quadrat bildet. 

-=-J ist derselbe 
wie der von ( ^ )• 
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2. Der Werth von irr) ist dem von 
\бУ gleich. 
Bevor wir weiter gehen, bemerken wir, dass auf Grrund 
der über das Symbol f-\ bewiesenen Sätze, der Werth 

von (^«) vermittelst (|) durch die Gleichung 

P-l 



(?) = <-'> ' © 



bestimmt wird. 

Betrachtet man, in der That, ( — 3) als das Product 
von ( — 1) und q, so findet man, infolge des letzten Lehr- 
satzes, 

\P~) ~ \P ) \p)' 

Setzt man darin für den einen Factor ( — ^ seinen im 28. 

\P J 

Lehrsatze gewonnenen Werth, so erhält man 

(t) = '-^'"^ (!)■ 

was zu beweisen war. 

Beispiele. Wir finden auf diese Weise: 

(^)-(-«'^ © = (!)> 
(-) = (-1)^(1) = -(!). 

30. Lehrsatz. Sind q und qi einander nach dem 

Modul p congruent, so ist 

Ф - (f )• 

Beweis. Nach der Voraussetzung sind die Zahlen 
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q und gi nach Modul p einander congruent. Erhebt man 
beide Seiten der Congruenz 

2 = gi (mod. p) 

p — 1 
zur — — — ten Potenz, so erhält man: 

!>— 1 !>— 1 
gr 2 = gl 2 (mod. p). 

Die einzelnen Symbole ( - ] , ( — ] befriedigen aber die 
Congruenzen 

Folglich ergiebt sich aus der vorhergehenden Congruenz : 

(i) . (|.) („od..), 
oder 



(I) - (f ) - ° <-ä- ^>- 



Da nun der Zahlwerth sowohl von ( — ) als von (—\ 

immer 1 ist, so kann der Werth der linken Seite der 

letzten Congruenz, falls nicht die Werthe von ^—Л und(— j 

einander gleich wären, nur entweder +2, oder — 2 sein, 
was unmöglich ist , da p von 2 verschieden ist. Folglich 
müssen die beiden genannten Symbole denselben Werth 
haben; was wir beweisen wollten. 

Beispiel, Man findet demgemäss : 

Wir schliessen aus dem obigen Lehrsatze, dass das 
Symbol /^-^ dem Symbole (—\ gleich ist, wenn r den 
Rest bei der Division von q durch p bedeutet; weil der 
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Rest, wie wir in § 8 bemerkt haben, immer dem Dividen- 
dus congruent ist, wenn der Divisor als Modul genommen 

wird. Indem wir also in f~\ die Zalil q durch den Rest 

der Division von q durch p ersetzen, erhalten wir anstatt 

f—\ , wenn q> p, das Symbol f—\ , wobei r <:p ist. 



§ 26. Ausdrücke, welche den Werth des Symbols f-^ be- 
stimmen. Folgerungen aus denselben : I. Die Bestimmung von 

(2\ 
~j; 2. das Reciprocitätsgesetz zweier Primzahlen. 

Die obigen Lehrsätze können uns, wie wir gesehen 

/Q\ 

haben, dazu dienen, den Werth irgend eines Symbols ( — ] 
auf den Werth eines einfacheren Symbols ( — j zurückzufüh- 
ren, wobei q eine positive Primzahl, welche kleiner als p 
ist, bedeutet. Was nun die Bestimmung des Werthes ei- 
nes solchen Symbols ( — j betrifft, wenn q eine positive 

Primzahl und kleiner als p ist, so wird dieselbe sich durch 
folgende Lehrsätze begründen lassen. 

[Wir wollen jetzt eine Bezeichnungsweise erklären, 
welche zur Enthüllung vieler merkwürdigen Eigenschaften 
der Zahlen Manches beigetragen hat und von welcher 
wir im Folgenden Grebrauch machen werden. 

Man bezeichnet die in einer Grrösse Л enthaltene grösste 
ganze Zahl dadurch, dass man vor diese Grösse Я den 
Buchstaben E (entier) setzt , also EL So bedeutet z. B. 
Ef die Zahl 7, weil die grösste in f enthaltene ganze 
Zahl 7 ist.] 

31. Lehrsatz, Versteht man unter EX die Grösste in 

irgend einer gegebenen Grösse А ent- 
haltene ganse Zahl у so ist der Werth 
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des Symbols f^Л [wenn p eine ungerade 

Primmhl und q Jcein Vielfaches von 
p ist,] genau dargestellt durch die Glei- 
chung 

£5S + £^ + ...+£<l^«» 



(1)=(_1,.- . 



p 



Beweis. Man kann sich zunächst leicht überzeugen, 
dass man immer, wenn p ungerade ist und а irgend eine 
positive Zahl, eine bestimmte positive Zahl £i finden kann, 

welche kleiner als ^ ist und die Congruenz 

E — 
z = (—1) ^ а (mod. p) (13) 

befriedigt. 

2a 
Denn diese Congruenz geht, wenn E — eine gerade 

Zahl ist, einfach in 

z = а (mod. p) 

über. Da aber in diesem Falle ^E — eine ganze Zahl 

2a P 

ist, so wird а — \pE— eine ganze Zahl sein, welche, für 

z gesetzt, die Congruenz 

^ = а (mod. jp) 

offenbar befriedigt. Diese Zahl, welche auch in der Form 

p /2a 2a\ 

geschrieben werden kann , ist positiv und kleiner als ^ ; 

2a 
weil nach der Bedeutung von E — die Differenz 

p 

2a_ 2a 
p p 

immer kleiner als 1 und nicht kleiner als sein wird. 
Es bleibt uns also nur noch der Fall übrig, wenn 
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2a 
E — eine ungerade ZaH ist. In diesem Talle geht die 

Congruenz (13) in 

m = — а (mod. p) 

über. 

2a 
Ist aber E — ungerade, so wird 

P 
2 

eine ganze Zahl sein und wir werden die vorhergehende 
Congruenz befriedigen, wenn wir für г den Werth 

z^bpQ- + Ej) -a 

setzen. Diese Zahl, welche man auch so schreiben kann: 

2a _ 2a^ 



f['-(f--7)] 



P. 



ist offenbar positiv und nicht grösser als •-■; weil die 

Differenz 

2a ^2a 
is — , 

P P 

wie schon bemerkt, immer kleiner als 1 und niemals klei- 
ner als ist. 

Haben wir uns nun überzeugt, dass man immer den 
Bedingungen 

TP — 

^ = (-1) ^a(moA.p)] 0^ig<:% 



2 
Grenüge leisten kann, so wollen wir beziehungsweise mit 

diejenigen Zahlen bezeichnen, welche den obigen Bedin- 
gungen genügen, wenn man für а die Werthe 

а = gr; а = 2g; ; а = ^=1- g 
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setzt. Dann werden die Congruenzen 



Hl 



et 



= (-1) *ä 

= (-1) *2ä 



' (mod.i)) . . . (14) 



' 1 = (-1) 



p (i>-i)g 



2 



bestehen, welche, gliedweise miteinander multipücirt, die 
Congruenz 

jgTi ;8Г2 . . . J6r ^- = ( — 1) 1.2 ... — 2~" 2 ^ (mod.p) . . (16), 
wobei 

ergeben. Man kann sich nun leicht überzeugen, dass das 

Ю— 1 
Product ;gri ^erg . . . ^2 dem Prodncte 1.2... ^-^^ gleich 

~2~ 
ist. Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die Zahlen 

^1, ^2, • . . .» ^ _,, indem sie alle kleiner als -^ und nicht 

"2" 

kleiner als sind, keine anderen Werthe als die in 

12 ^—^ 

enthaltenen annehmen können. Dann bemerken wir femer, 
dass keine unter ihnen den Werth Null haben kann; weil 
sonst aus der obigen Congruenz folgen würde , dass das 
Product 

X . ^ • • • • л ■ 



p—1 



durch p theilbar wäre, während die Zahlen 1, 2, . . ., ^-^ 
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offenbar relativ prim zu p sind. Folglich können die Zah- 
len 0ij 02, . . ., ^jo— 1 beine anderen Werthe, als 

1 2 ^=i 

haben. Es ist aber auch leicht einzusehen, dass keine 
zwei unter den Zahlen 0ij 02, • • v ^p_i einander gleich 

~2^ 
sein können. Denn würden etwa 0m und 0f^ einander gleich 

sein, während m und (i irgend zwei in der Reihe 1,2,..., ^ ^ 

enthaltene Zahlen bedeuten soUen, so würde sich aus den 
in (14) enthaltenen Congruenzen 

.„ = (-1) 'm^^^^^^ 

^^ = (-1) ^ nq 
die Congruenz 

(—1) ^ *wg = (~1) ^ ftg (mod. i?) 
ergeben. 

Diese Congruenz, welche nach Division durch die zu 
p relative Primzahl q in 

^2qm ^2д/л 

(_1) P m = (—1) ^ ft (mod.i?) 

übergeht, ist aber offenbar unmöglich; weil aus derselben 
die Theübarkeit der Differenz 

^2qm ^2qfi 

(_1) i> m-(— 1) -P ft 

durch p folgen würde. Diese Differenz hat aber einen 
der vier Werthe 

m -{- IL] — (w + f*); ^ — f*; — (m— ft) 
und da m und ft zwei von einander verschiedene Zahlen 

aus der Reihe 1, 2, . . ., "^-0— bedeuten, so ist ihre 
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Summe kleiner als p und ihre Differenz ist von Null ver- 
schieden, folglich kann weder die Summe, noch die Diffe- 
renz von m und fi durch p theilbar sein. 

Auf diese Weise haben wir uns überzeugt, dass unter 
den Zahlen 

keine anderen als die aus der Reihe 

1 2 ^=1 

entnommenen enthalten sein können und zwar kann jede 
von ihnen sich nur einmal darunter vorfinden; da aber 
beide Reihen aus gleich viel GrHedem bestehen, so müssen 
auch dUe Zahlen der zweiten Reihe in der ersten Reihe 
enthalten sein. Es bestehen somit die Reihen 



1, Ä, . • ., 



2 
p-1 



aus ein und denselben Zahlen und zwar so , dass jede 
Zahl in jeder Reihe einmal vorkommt und somit ist das 
Product aller Grlieder der ersten Reihe dem Producte aller 
Glieder der zweiten Reihe gleich. 

Haben wir uns nun davon überzeugt, so können wir 

in (15) das Product ;s^i jer2 . . . ;ßf i durch 1 . 2 . . . . ^-^^— 

2 

ersetzen und dann beide Seiten der Congruenz (16) durch 
die Zahlen 1, 2, . . ., ^-к—, welche relativ prim zu p sind, 
dividiren und erhalten dann 

l = j 2 (_jL) P P P (j^oA.p). 

Multipliciren wir beide Seiten dieser Congruenz mit 

(_1) p p p 
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und bemerken, dass ( — 1), erhoben zur Potenz 

l P P p У 

jedenfalls 1 wird, so finden wir: 

Е^ + E^ + ... + E^Jt:^ ^ 
(-1) ^ * P =q ^ (mod. p). 

Nach der Bedeutung des Symbols f —Л hat man nun 

q 2 =ßymoä.p), 

welche Congruenz, zusammen mit der vorhergehenden, end- 
lich die Congruenz 

Yä.\_(_l) P P Я. =0(mod.i)) 

liefert. Aus dieser Congruenz folgt aber die Gleichung 

weil sonst die linke Seite der Congruenz entweder 2, oder 
*— 2 bedeuten würde und in beiden Fällen könnte die 
Theilbarkeit durch die ungerade Primzahl p nicht statt- 
haft sein. Dadurch ist der Lehrsatz bewiesen; und wir 

sind nunmehr im Stande den Werth von ( — ) zu berech- 
nen, ohne die Zahl g auf die Potenz ^ zu erheben. 

Beispiel. Um den Werth des Symbols (тт) zu 
berechnen, erhalten wir zunächst: 

Bemerkt man nun, dass 



i> 
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Ejj- - 
5,6.6 



P.30 



= 0; 



= 1; 



folglich : 



11 



11 



11 



= 2; 



= + 1 + 2 + 3 + 4 = 10, 



„8.6 _ p40_„ 
10.5_ -,60_,. 



SO erhalten wir aus der obigen Grleichung 



(Й) = (-»" = '• 



Aus der oben begründeten, für jede Zahl q, welche 
kein Vielfaches von p ist, gültigen Grleichung zur Bestim- 

mung des Werthes eines jeden Symbols ( -^ ) kann man noch 
eine einfachere Gleichung herleiten, welche zur Bestim- 
mung des Werthes von { — ] dienen soll, wenn а unge- 
rade ist. 

Zu diesem Zwecke wollen wir in der Gleichung 

(f) = (-l) ^ ^ * 

für q den Werth 2 = ^ (a + 1>) setzen, wobei a, ebenso 
wie Pj ungerade sein soll, und erhalten : 



jp—1 ^ , 2)— 1 



е^±р + е^^±Ш + ,.. + еЛ 



a-\- 



JP 



— j 
so finden wir: 



•P 
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Nach Lehrsatz 29 ist aber das Product (-) Ш^^+Щ 
dem einfacheren Symbole 

gleich, welches seinerseits nach Lehrsatz 30 dem Symbole 
\p) ^^^^^^ ^®** Folglich erhalten wir aus der obigen 
Gleichung : 

Nun ist aber 

P 



^4^ =4f+0 - 1+^^, 



p 

= 2 + E — , 

P 



1л1^е(л: 

P \ P ~^ 2 } 2r^^~J~'^ 






folglich wird: 

Ф = (i) (_:/+^*-^¥+-f +-^■•■+-^ 

Setzt man hierin für die Summe der arithmetischen Pro- 
gression 

1 + 2+... + ^ 
ihren Werth 



i 
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p — 1 /p — 1 



2 



(^-+1) P--1 



2 8 ' 

so verwandelt sich die obige Gleichung in 



P'-'^ + E^ + E^ -^ + ... + Е 2 



p-l 
а 



(f ) = (f ) (-1) « ^ * * (16) 

Aus dieser, für jede ungerade ЕаЫ а, welche kein Viel- 
faches von p ist, gültigen Gleichung können wir zunächst 

den Werth des Symbols ( — ) leicht erhalten. Setzen wir 

nämlich а = 1 und berücksichtigen die Werthe 

p-l 

(1) = 1; E- = 0, -Б- = 0, ..., £-?- = 0, 
\p / P P P 



so finden wir : 



P 
woraus 



• - (I) <-1Г'" 



wir für das Symbol ( — ) den Werth 



(I) = (-Ч 



erhalten. 

Trag№ wir nun diesen Werth von ( — ) in (16) ein, 

so erhalten wir zu Lehrsatz 31 den 

Zusate 1. Ist а ungerade und kein Vielfaches von p, 
so ist 

.^. E^ + E^-^ + ...-\-E*SPi:n^ 

\J) = (-1) ^ ^ ^ ... (17). 

Diese Gleichung ist derjenigen ähnlich, welche wir 

für (^) im obigen Lehrsatze (31) hergeleitet haben, mit 

dem einzigen Unterschiede, dass hier die hinter dem Zeichen 

T ehebyscbef f, Zahlentbeorie. 8 



114 Kap. IV, § 26. 

E stehenden ЕаЫеп nur halb so gross sind als die ent- 
sprechenden dort. 

Beiläufig haben wir auch die Gleichung, die wir als 
Zusatz П 

!>?— 1 

(f ) = (-.)^- 

hervorheben, gefunden, welche zur Bestimmung von f — ) 

nur dienen wird, wenn q gleich 2, oder ein Vielfaches von 

2 ist. 

Auf Grrund dieser Gleichung kann man behaupten 

dass (--) = 1 ist, wenn p = Sn±l] dagegen {^—J = —1, 

wenn ^ = 8 w ± 3. 

Setzen wir in der That in der obigen Gleichung an- 
statt p hintereinander 8 w ± 1 und 8 w ± 3, so erhalten 

wir: 

{Sn±\Y—i 

8^^) = (-1) ' = (-1) - =1' 

(sÄ-ä) - (-1)^" - (-i)«±— =-1, 

welches Resultat wir in folgendem Lehrsatz zusammen- 
fassen : 

32. Lehrsatz. Ist p = 8n±lj so ist (—j = 1; 

ist aber 

p = 8n±3j so ist {—) = — 1. 

Beispiel, Man findet leicht: 



Q-l;Q=-l. 



Auf Grund der Gleichung (17) können wir noch einen 
anderen Lehrsatz beweisen, welcher ebenfalls sich auf die 

Bestimmung des Werthes von (— j bezieht; derselbe be- 
steht in Folgendem. 



i> 



i 
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33. Lehrsatz. Ist а ungerade und Meiner als p, so ist : 

a-1 p-l j^p j^2p ^ l(a-l)i? 

(f ) = (-1) 2 2a« 
Beweis. Wir haben in (17) für die Bestimmung von 
( — j, wenn а ungerade ist, die Gleichung erhalten: 

Wir wollen nun zusehen, welche Werthe die Ausdrücke 

£^, E^, ..., E^^-^> 
P P P 

haben, wenn а kleiner als p vorausgesetzt wird. 

Den kleinsten Werth hat offenbar das erste Glied 

dieser Reihe, E—, während das letzte Glied E—- — 

^ . а ^ 

den erössten Werth besitzt. Da nun der Bruch — kleiner 

. . а 1^ 

als 1 ist, so ist E— = 0. Was nun den Ausdruck 

E^^ — — betrifft, so kann man denselben auch so schreiben : 
P 

in welcher Form man sofort übersieht, dass derselbe den 

Werth 

g-l 

2 
hat ; weil — ^— eine ganze Zahl ist und ^-^ ein positiver, 

echter Bruch ist, indem а <: p vorausgesetzt war. 
Somit haben die Glieder der Reihe 

P P P 

ihrer Anordnung nach steigende Werthe von 0, bis ^ . 

Um ihre Summe zu berechnen, müssen wir genau bestim- 
men, wie viele von den Gliedern die Werthe 

1 2 ^5=1 

\/, -L, Äl, . . . ., 2 

haben. 

8* 
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Zu diesem Zwecke bestimmen wir zunächst wie viele 
unter den Grliedern eine gewisse Zahl h nicht übertreffen, 
wenn h eine bestimmt gewählte Zahl aus der Reihe 

v-f, X, Äi, . . . ., 2 

bedeutet. 

Nehmen wir an, dass das letzte unter denjenigen Glie- 
dern der Reihe 

(18) Ü,-, Ü,y, ...., ü.-, Ь — ^ — , ...., ±. , 

welche die Zahl h nicht übertreffen, das Glied E— sei, 

P 

so wird dieses offenbar dann stattfinden, wenn 



la , 
— <: Ä 

P 



+ lnnd(i+l^-^>Ä+l 



sein wird*). 

Aus diesen Ungleichungen ergeben sich die folgenden 

^Mi)_,>o und ^й±1)_,<1^ 



woraus ersichtlich ist, dass -^i-T_y ^щ einen positiven 
echten Bruch grösser als die ganze Zahl l ist. Tolglich 
ist l die grösste in ^ ^ enthaltene ganze Zahl, was 

nach unserer Bezeichnung so dargestellt wird: 



l = E 



а 



Wir ersehen also, dass die Anzahl derjenigen Glieder der 



*) Gleichheit kann offenbar hier nicht stattfinden, weil die Brüche 

а 2a ^[p — l)a 

TT f ~Zr у ' * '9 1 

p p p 

in denen p eine Primzahl und kein Theiler von а ist, keiner ganzen 
Zahl gleich sein können; die Brüche ^, ^^"^^^^^ sind aber aus der 
ebenangeführten Reihe entnommen. 



P 



P 
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Keihe (18), welche die ganze Zahl h nicht übertreffen, 
genau 

а 
beträgt. 

In derselben Weise findet man, dass hierbei die An- 
zahl derjenigen Griieder, welche die Zahl 7c —1 nicht über- 
treffen, E— beträgt; woraus wir dann schliessen, dass 

die Anzahl derjenigen Griieder, welche genau den Werth 
Tc haben, durch die Differenz 

■p P(Ar+l) _ ^pk 
а а 

sich ausdrücken lässt. 

In der Reihe (18) befinden sich somit 

Et—E^-^ Glieder, deren Werth ist, 

jp^P трР 1 

Cj Jb — „ ^ - i 



а а 



а а 



д? jy ^ -^ ^ ) 



П П ?J " f) 1 



j^ i{a-l )p ^ Ца-Щр 



а-1 



— 1 „ . 



а а ^ '' ^ 2 '' 

Was nun die Anzahl aller übrigen Griieder der Reihe (18) 

-l 

betrifft, welche alle den Werth — ö— haben, so finden wir 

dieselbe, indem wir die vorhergehenden Zahlen addiren 
und ihre Summe 

^ ^(g— l )i? 
а 

von der Anzahl aller Griieder der Reihe (18) überhaupt, 

d. h. von ^(jp — 1) subtrahiren. Es ist somit die Anzahl 

-i 

derjenigen Glieder, welche den Werth ^ besitzen, durch 
die Differenz 
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p—1 pKo— 1)£ 

ausgedrückt. 

Man kann somit die Summe aller Glieder der Reihe 
(18) in der Form 

darstellen, welche sich auch auf die Form 

2 2 а а а 

bringen lässt. 

Es ist somit die Summe 

V P V 

der Summe 

a-\ p-1 p „2p x. i(«-l)P 

2 а а а 

gleich. Aus dieser Gleichung, in Verbindung mit der inoi 
Zusatz I zu Lehrsatz 31 für jede ungerade Zahl a, welche 
kein Vielfaches der Primzahl p ist, bewiesenen Gleichung 
(17) : 

(p) = (-1) ' ' 



P 



erhält man folglich die für dasselbe Symbol (—) , unter 
der Bedingung а <cp gültige Gleichung : 

(|) = (-1)2 2 а а 

was wir beweisen wollten. 

Auch dieser Lehrsatz kann dazu dienen, den Werth 

von { — ) zu berechnen, wenn а ungerade und kleiner als 

p ist. Diese Berechnung ist sehr bequem, wenn о keine 
grosse Zahl ist. 
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/ 7 



Beispiel. Wir erhalten für ( Vrrr ) den Werth 

, r, . 7-1 101-1 „101 '2.101 „3.101 

woraus sich sofort ergiebt; 

(J_\_f ..3.50-14-28 — 43 _ . 

Besonders bemerkenswerth ist aber dieser Lehrsatz 
darmn, weil aus ihm in sehr einfacher Weise folgender unter 
dem Namen des Reciprocitätsgeset^es zweier Prim- 
jsahlen bekannter Lehrsatz von Legendre hergeleitet wer- 
den kann. 

34. Lehrsat0. Sind v und s ungerade und von ein- 
ander verschiedene Frimzahlen, so ist 

V—\ 8—1 

(7) - iO (-i)-^'^. 

Beweis, Mag v die kleinere von den beiden Zahlen 
t;, s sein ; nach Lehrsatz 33 gilt , wenn г; <: 5 ist , die 
Gleichung 

© = (-»'' ' 



V V V 



Setzt man aber in Gleichung (17) die Werthe а = 5; p = v^ 
so findet man: 



E 1. + E^-i + . . . + E^^IZ^' 

V V 



© = (-1) • 

Multiplicirt man diese beiden Gleichungen gliedweise mit- 
einander, so erhält man 

v—1 e— 1 
©(7) = (-!)-■- 

Multiplicirt man femer beide Seiten der letzten Gleichung 
mit ( — ) und berücksichtigt, dass { — ) = 1 ist, so er- 
hält man : 
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(т)=а)(-ц^'^. 



was zu beweisen war. 

Beipiele. 1) Man erhält leicht: 

2) Dagegen ist 

©=Q(-i)'^'^=(n)(-i)''=-Q- 



§ 27. Methode, um in allen Fällen den Werth des Symbols 



f—\ zu finden. 



Auf Grrund der bis jetzt in Bezug auf { — ) bewie- 
senen Lehrsätze ist es nun leicht seinen Werth zu be- 
rechnen, wie gross auch die Zahlen p und q sein inögen. 

Man verfahre bei der Auswerthung von Г — j wie 
folgt : 

1) Ist g grösser als 2^, so ersetze man in f — Л die 

Zahl q, nach Lehrsatz 30, durch den Rest der Division 
von q durch p ; oder auch durch den kleinsten negativen 
Rest von q in Bezug auf Modul jp, falls dieser Rest be-. 
deutend kleiner als der erstere ist. 

2) Auf diese Weise hat man die Bestimmung des 

Werthes von f — ^ auf diejenige von ( "~ -") zurückge- 
führt, wobei В jedenfalls kleiner als p ist. Was nun das 
Vorzeichen ( — ) von В betrifft, so kann man, nach Lehr- 

TD TD 

satz 29, die Untersuchung von f j auf die von (- Л 

zurückführen. 
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3) Um dann ( — ) zu berechnen, zerlegen wir R in 



rR\ 

P 
seine Primzahlfactoren, indem wir Factoren, welche ein 

vollständiges Quadrat bilden, vernachlässigen. 

4) Haben wir R als Product von lauter Primzahlfac- 
toren dargestellt, so erhalten wir nach Lehrsatz 29 für 

( — ) ein Product von lauter Factoren der Form ( — ), wo- 
bei r eine Primzahl bedeutet. 

5) Darauf verfahren wir bei der Berechnung dieser 
einzelnen Factoren folgendermassen. Ist r = 2, so be- 
stimmt sich der Werth von ( — ] nach Lehrsatz 31, Zu- 
satz Пи. 32. Ist r ungerade, so drücken wir ( — j nach dem 

/p\ \PJ 

Reciprocitätsgesetz durch ( — ) aus und verfahren dann 

mit {—\ genau ebenso, wie wir früher mit f—\ verfuhren 

und so wird die Untersuchung auf die von f—\ zu- 

rückgeführt, wobei r' <: r. 

6) Indem wir in derselben Weise fortfahren, erhalten 
wir Symbole mit immer kleineren und kleineren Zahlen 
und kommen nothwendigerweise schliesslich entweder auf 

( — ), oder auf { — ), deren Werth wir leicht finden kön- 

nen, um dadurch auch den gesuchten Werth von ( — \ zu 

bestimmen. 

Beispiele. 1. Es werde der Werth von {-т^кг) 

^ oUl ^ 

gesucht. Indem wir 1013 durch 601 dividiren, finden wir 

.H.. . T. . ^1 i. 1 . . /1013\ /412\ 
412 als Rest; folglich ist \-^) = VßÖiy- 

Es ist nun 412 = 2* . 103 und weil wir das Quadrat 

von 2 vernachlässigen können, so wird {п?чт) = (дл? )• 

Nach dem ßeciprocitätsgesetze ist aber 

103-1 601—1 

/103Л _ /60П f_.~2~ • ""Y~ _ /601\ 
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Dividiren wir darauf 601 durch 103, so finden wir 86 
als Rest; dagegen ergiebt sich als kleinster negativer 
Rest von 601 in Bezug auf den Modul 103 die bedeutend 
kleinere Zahl — 17 und wir finden es bequemer diese 
letztere zu gebrauchen [*)]. Man betrachte also 

/6014 _ /-17N 
4103/ Ч 103 / 
Da aber 

103—1 

(w) = (w)(lö3r) «^d кш) = (-1) ' = -1 

ist, so erhalten wir 

Г— ) = - (—) 

V 103 у Ч 103 /• 

Weil 17 eine ungerade Primzahl ist, so können wir 
wiederum das Reciprocitätsgesetz anwenden und finden 

Ersetzen wir in i-^rf) die Zahl 103 durch ihren 

kleinsten positiven Rest in Bezug auf den Modul 17, wel- 
cher hier 1 ist, so erhalten wir 



(#) = Ш = - 



Die Verbindung aller dieser Gleichungen ergiebt 
schliesslich: 



[♦) üebrigens würde der Rest 86 in folgender Weise zum Ziele 
führen. Es ist zunächst: 



Nun ist 



und 



(^) _ (±') ril") 



(S)-©<-'>" ••— (f )=-©-(S)-(Ä)— 
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/ioi3\ _ fm\ _ /eoiN _ /— 17\ _ / 17 \ _ 

4 601 у ~ 4601/ ~ \10SJ ~ VlÜT/ ~ ""4103/ ~ 

Es ist also in unserem Beispiele 

4601/ 

2. Der "Werth von (-7577) ^^^ gesucht. Indem 

wir berücksichtigen, dass als kleinster positiver Rest von 
20470 in Bezug auf den Modul 1847 sich 153 = 3M7 
ergiebt, so erhalten wir 

/ 20470 4 _ /153\ _ /3 M 7\ _ / 17 \ 
V 1847 / ~ V1847/ ~ Ч 1847 / "~ Ч1847/* 

Dann ist 

17—1 1847—1 
und 

(Ш=(Юм)"^'"^=(ё)-(А)=(А)(й)- 

Es ist aber (тт) = — 1 und 

(Ä)-(t)(-1)'^°"^=-©=-(^)'1. 

Die Verbindung aller dieser Grleichungen ergiebt also 

/^ 20470 ^^ . 

^?)fvn) berechnet werden. 
Man findet zunächst: 

V2003/ "■ V2003/ ~ WöÖS/ V2Ö03/ V2003/' 
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3—1 2003—1 



Ш=(^^)(-1й"^^=- 



(^h 



(АЛ = 



5—1 2003—1 



= (^) 






(l)M)-' = (l) = (l) = -i^ 



V900R/ 4 7/'^ ^ 



7—1 2003-1 



= -C^) = 



-©= 



1; 



und somit ist 



\9ооа/ ^' 



§ 28. Lösung der Gleichungen 

©-»^ ©--1- 



P 



<p 



Wir haben gezeigt, wie man, wenn q und p gegeben 
sind, den Werth des Legendre'schen Symbols f ~) be- 
rechnen kann, um dadurch zu entscheiden ob eine Con- 
gruenz 

z^ = q (mod. p) 

Lösungen hat, oder nicht. Wir gehen jetzt zur Lösung 
der umgekehrten Aufgabe über: 

Der Werth des Symbols ( — ) sei gegeben^ der Werth 

von X soll gefunden werden. 
Mit anderen Worten: 

es umd die Losung der Gleichungen 
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gesucht. 
Wir beginnen mit der ersteren Gleichung ( — ) = 1. 

Wie wir gesehen haben, drückt die Grleichung ( — ) == 1 
nichts anderes aus, als dass die Congruenz 

X ^ =1 (mod. jp) 

befriedigt werden kann. 

Es ist nicht schwer zu erkennen, dass diese Congruenz 

Q Lösungen hat. Zu diesem Zwecke dividiren wir, 

nach § 21, den Ausdruck x^ — x durch x — 1 und in- 
dem wir bemerken, dass 

a^-x = X (^"2"+ l)(^"2"_l) 

durch X ^ —1 ohne Rest theilbar ist, so schliessen wir, 
nach Lehrsatz 26, dass die Congruenz 

X ^ =1 (mod.^) 

-g— Lösungen besitzt. 

Diese Lösungen werden aber (nach § 12) durch 
л; = ai , X = 02, . . . . , X = а i (mod. p) 

2 

dargestellt, wobei 

ai, ttg, . . . ., cip^i 

~2~ 

diejenigen Zahlen aus der Reihe 

0, 1, 2, . . ., 1,-1 
sind, welche die Congruenz 
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X "^ =1 (mod. 'p) 
befriedigen. 

Es ist aber klar, dass keine dieser ZaHen der Null 
gleich sein kann, weil die Null nicht die Congruenz 

X =1 (mod.j)) 

befriedigen kann. Folglich befinden sich in der Reihe 

1, 2, . . ., 2?— 1 

-1 ^^ 

■ ^ Zahlen, welche die Congruenz x =1 (mod. p), 

also auch die G-leichung ( — ) = 1 befriedigen. Mit an- 
deren Worten: unter den Zahlen der Reihe 

1, 2, . . ., i)— 1 

sind ^— solche vorhanden, welche quadratische Beste nach 
dem Modul p sind. Dann müssen aber alle übrigen Zah- 
len dieser Reihe, deren Anzahl ebenfalls ^— sein wird, 
die Grleichung 



й)=-1 



befriedigen; dieselben sind quadratische Nichtreste nach 
dem Modul p. 

Aus dieser Auseinandersetzung ergiebt sich, dass alle 

Zahlen überhaupt, welche der Congruenz a? ^ =1 (mod.p), 
also auch der Grleichung ( — ) = 1 genügen, durch die 

Congruenzen 

ic = ai, X ^ 02, . . ., äJ = öt 1 (mod. p) 

bestimmt sind, wobei 



^1 ) ^J • • • 7 ^. 



p—l 
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positive ZaHen bedeuten, welche kleiner als p sind und 

die Congruenz x =1 (mod. p) befriedigen. 

Wir würden diese Zahlen dadurch finden können, dass 
wir die Lösungen der letzgenannten Congruenz wirklich 
aufsuchen. Dieses Verfahren würde aber ausserordentlich 
beschwerlich werden, wenn p eine grosse Zahl ist. Daher 
wollen wir eiQ anderes Verfahren zeigen, wie man die 
gesuchten Zahlen unabhängig von der Lösung der Con- 

gruenz X =1 (mod. p) finden kann. Zu diesem Zwecke 

erinnern wir uns , dass die Congruenz x =1 (mod. p) 
die Bedingung für die Möglichkeit der Congruenz 

js^ = а (mod. p) 

war. 

Von dieser letzteren Congruenz haben wir (§ 22) ge- 
sehen, dass dieselbe, wenn sie überhaupt möglich ist, durch 
zwei Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., p — 1 befriedigt wird, 
und zwar so dass, wenn die eine der zwei Zahlen а ist, 
die andere p — а wird. Da aber eine von den zwei Zahlen 

nothwendigerweise kleiner als ^ ist, so können sie auch 

p—1 . 
nicht beide grösser als — ^ sein ; weil die Summe beider 

Zahlen p ist, während sie von einander verschieden sind. 

Befriedigt daher eine Zahl а die Congruenz а ^ = 1 
(mod. ^), so wird man immer in der Reihe 

1 2 ^^=i 

eine Zahl finden, welche, für ^ gesetzt, die Congruenz 

j^^ = а (mod. p) 

befriedigt. Mit anderen Worten : für eine solche Zahl а 
wird immer eine der Congruenzen 

1* = а, 2^ = а, . . ., l — ^ — ) = а (mod. p) 
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stattfinden. Es muss also а in Bezug auf den Modul p 
einer der Zahlen 



1'. 2' e-i^) 



2 



congruent sein; weil nun о kleiner als p sein soll, so 
muss man а unter den Resten der Division dieser Zahlen 
durch p finden. 

Jede der ^ Zahlen -^ 

welche kleiner als p sind und die Congruenz 

а ^ =1 (mod.^) 

befriedigen, finden wir daher unter der Reihe der ^ 
Reste, welche nach der Division der ^ Zahlen 



1'. 2'. ■ ■ •. Ct)" 



durch /) sich ergeben. 

Darauf wird der Werth von x^ welcher die Grleichung 



©= 



P 
befriedigen soll, durch die Congruenzen 

a? = ai, a? = a2, . . ., ж = а j (mod. ^) 

bestimmt. 

Wir erhalten somit (nach § 11, indem wir dort in 
den Formeln die Zahl N durch — n ersetzen) die Lösun- 
gen der Grleichung 



(f)= 



in der Form 
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X = np -\- ai'j д; = wp -)- 02, . . . ., X = np -j- а 1 

2 

dargestellt. 
1 



Beispiel. Es werden die Lösimgen der Grieicilung 

(n) = ' 

gesucht. 

Diese Gleichung wird nach der obigen Auseinander- 
setzung 

11—1 

Lösungen haben, welche durch die Congruenzen 

a; = Ol, X = a2, x = as, o? = a4, x = a^ (mod. 11) 
sich darstellen lassen, wenn" 

«1, Öt2, «8, a4, «6 

die Reste sind, welche bei der Division der Zahlen 

1«, 2^ 3«, 4^ б^ 

durch 11 sich ergeben. Da nun diese Beste die Zahlen 

1, 4, 9, 6, 3 
sind, so erhält man die Lösungen der Gleichung 

in der Form 

a; = l, ä; = 3, a; = 4, x = 6, x = 9 (mod. 11), 
oder, was dasselbe ist, die Lösungen sind durch die Formeln 

ж=11м + 1, x=^lln-\-3, а; = 11п + 4, л? = 11п + б, 

а? == 11 w + 9 

dargestellt. 



Tehebjscbeff, Zahlentheorie. 
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Kennt man nun die Lösungen der Gleichung ( — ) = 1, 
so sind die Lösungen von (—) = — 1 leicht zu finden. 

Wir bemerken zu diesem Zwecke, erstens dass bei 
der Bedeutung des Symbols (—) vorausgesetzt war, dass 
X nicht durch p theilbar sei ; und eweitens, dass diejenigen 
Zahlen, welche der Gleichung (—) = 1 nicht genügen, 

nothwendigerweise die Gleichung (~) = — 1 befriedigen. 

Daraus folgt, dass wir alle Zahlen, für welche die Glei- 

chung ( — ) = — 1 stattfindet, dadurch erhalten, dass 

wir von allen den Zahlen, welche durch p nicht theilbar 

sind, diejenigen fortlassen, welche die Gleichung l-~\ = 1 

befriedigen. Da nun alle Zahlen überhaupt durch die 
Formen 

wjp, wp + 1, wp + 2, . . . ., wp+jP — 1 

dargestellt werden, und da die Zahlen von der Form np, 
als Vielfache von p, für unseren Zweck ausgeschlossen 
sind, so bleiben für die Lösungen beiäer Gleichungen 

(—\ •=- 1 und { — ) == — 1 nur noch die Zahlen von 
\PJ \PJ 

den Formen 

np + 1, np-{-2, • . ., np-^p — 1 
übrig. 

Lässt man nun unter diesen die Zahlen von der Form 
wjp + ai, wp + 02, . . ., wjp + a^_i , 

welche die eine jener Gleichungen, nämlich (—) = 1 be- 
friedigen, fort, so erhalten wir alle Zahlen, welche die an* 
dere jener Gleichungen, nämlich ( — ) = — 1 befriedigen. 



1 



Kap. IV, § 28. 131 

Somit ergiebt sich, dass die ZaHen, welche der Glei- 
— j = — 1 Grenüge leisten, durch die Formen 

np + bij wp + b2, ..., np + b^^i 



2 



dargesteUt sind, wobei 

diejenigen Zahlen aus der Reihe 

1, 2, . . ., p—1 
sind, welche von 

"2" 

d. h. von den Resten der Division von 

■*■ > ^ j * * * *' \ 2 у 
durch p verschieden sind. 



Beispiel. Wir suchen die Lösungen von (тт) = — 1 . 

Die Zahlen, die diese Grleichung befriedigen, werden, wie 
wir gesehen haben, durch die Formen 

lln + bi, lln + b2, ll^ + bs, llw + b4, llw + bß 

dargestellt, wobei wir die Zahlen 

bi, 62, bs, 64, h 
dadurch finden, dass wir in der Reihe 

1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10 

diejenigen weglassen, welche als Reste bei der Division 
von 

V, 2^ з^ 4^ б» 

durch 11 sich ergeben. Solche Reste sind aber die Zahlen 

1, 4, 9, 6, 3j 

lassen wir diese in der Reihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 

9* 
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fort, so bleiben als Werthe von bi, 62, bs, b*, Ьб die Zalilen 

2, 6, 7, 8, 10. 

Die Lösungen der Grieichung (ту) = — 1 ergeben 

sich somit durch die Formen 
llw + 2, llw + 6, llw + 7, lln + 8, 11>^ + 10. 



In dieser Weise wird somit die Aufgabe über die 

Bestimmung von x, wenn (—) gegeben ist, mit anderen 

Worten, über die Auffindung der quadratischen Beste und 
Nichtreste einer gegebenen Zahl gelöst. 



§ 29. Lösung der Congruenz л^^ = q (mod. p) , wenn p eine 

Primzahl von der Form 4n-|-3 ist. 

Wir haben uns in den vorhergehenden Paragraphen 
mit der Untersuchung beschäftigt, wann die Congruenz 
jg^ = q (mod. p) Lösungen hat und wann sie keine hat. 
Es bleibt uns noch zu zeigen übrig, wie diese Lösungen 
von J3^ ^ q (mod. i?) gefunden werden, wenn sie möglich 
sind. 

Später, bei der Behandlung der Congruenzen von der 
Gestalt 

a^ = Ä (mod. p), 

werden wir eine allgemeine und sehr einfache Methode 
für die Lösung der Congruenz je?* = g (mod. p) kennen 
lernen. Hier wollen wir uns mit einem speciellen Falle 
begnügen, in welchem diese Lösung unmittelbar gefunden 
werden kann. Dieses ist der Fall, wenn die Primzahl p 
die Form 4w + 3 hat. 

Wir haben oben gesehen, dass die Möglichkeit einer 
Lösung der Congruenz e^ = q (mod. p) voraussetzt, dass 

q ^ =1 (mod.^) 
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ist. Setzen wir hierin jp = 4w + 3, so finden wir: 

4П + 3--1 

q ^ =1 (mod.i?), oder 2^*''^ ^ = 1 (mod-i^), 
welche durch Multiplication beider Seiten mit q in 

^2n + 2^^ (mod.i?) 
übergeht. 

Vergleicht man diese Congruenz mit den vorgelegten 
z^ = q (mod.^), so bemerkt man sofort, dass der letzteren 
die Zahl ;sr = g*^ + ^ genügt. 

Haben wir nun eine Zahl, welche der Congruenz 
z^ "= q (mod. p) genügt , gefunden , so ist es leicht deren 

unendlich viele aus der Congruenz z'* = q^^ ^ (mod. 2?) zu 
finden. Wir haben aber gesehen, dass eine von diesen 
Zahlen positiv und kleiner als p sein wird; es ist dieses 

nämlich der Rest bei der Division von ^^ durch p. Be- 
zeichnen wir diesen Rest mit a, so wird eine der beiden 
Lösungen der Congruenz z^ = q (mod.p) durch z = a (mod.p) 
dargestellt sein. Was nun die zweite Lösung betrifft, 
so wird dieselbe, nach § 22, durch z ^ p — а (mod.jp) dar- 
gestellt. 

Somit haben wir beide Lösungen der Congruenz z^ = q 
(mod. p) gefunden, wenn ^ = 4n -|- 3 ist. 

Beispiel. Es sollen die Lösungen von 

^2 = 3 (mod. 11) 
gefunden werden. 

Diese Congruenz ist möglich, weil 

(А) = (т)(-ч'^'^--(¥)=-(1)-1^ 

da aber 11 = 4.2 + 3 ist, so werden die Lösungen unse- 
rer Congruenz 

z ^ а und z = 11 — а (mod. 11) 

sein, wobei а der Rest der Division von 3 "*" <iurcB 11, 
also « = б ist. Die beiden Lösungen der Congruenz 
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^^ = 3 (mod. 11) 
sind somit: 

= 6 und = 6 (mod. 11). 



§ 30. lieber die Congruenz 0^ = q (mod. p) , wenn p eine 

zusammengesetzte Zahl ist. 

Bis jetzt haben wir uns ausschliesslich mit der Unter- 
suchung solcher Congruenzen zweiten Grades beschäftigt, 
deren Modul eine Primzahl ist. Was nun solche Con- 
gruenzen betrifft, deren Modul eine zusammengesetzte 
Zahl ist, so wollen wir uns auf den Beweis beschränken, 
dass 

eine Congruenz 0^ = q (mod. 2?) eine Lösung hat^ 
wenn p ungerade und relativ prim 0U q ist und 
aus den Frim^dhlen 

a, ß, y, .... 

zusammengesetzt, für welche die Gleichungen 

(f)=i. (f)-i. (f)=i 

stattfinden. 

Wir beginnen mit dem speciellen Falle p = a^ und 
wollen zeigen, wie man die Lösungen der Congruenz 

0^ = q (mod. a*^) 

finden kann, wenn die Lösungen von 

0^ = q (mod. a) 

bekannt sind, deren Möglichkeit, wie wir wissen, durch 
die Grleichung 



©= 



bedingt ist. 

Nehmen wir an, es sei а eine Zahl, welche die Con- 
gruenz 0^ = q (mod. a) befriedigt und P, Q seien durch 
die Grleichungen 
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_ (а+у^аГ+(«-Уа)' 

~ 2 



(« + \/аГ-(а-УаГ 

definirt. Man kann sich leicht, durch Entwickelung von 

(а + уз)*" und (a — Völ)*" nach dem binomischen Lehrsatze, 
überzeugen, dass P und Q ganze Zahlen sind[*)]. Wir 
woUen nun beweisen, dass 

1) P und Q die Сопдгиепз 

P*—Q^q = (mod. o^) 

befriedigen; 

2) Q ist relativ prim ^u a. 

Von der Richtigkeit der ersteren Behauptung überzeugen 
wir uns leicht, indem wir bemerken, dass aus den obigen 
Grleichungen sich die Beziehungen 



[*) Um bier nichts unbewiesenes vorauszusetzen, wollen wir den 
leicbt KU fübrenden Beweis binzufügen. 

Ostens sind die Binomial-Coefficienten von {а + Ъу bekanntlich 
immer ganze Zahlen, sobald к eine ganze Zahl ist. 

Nimmt man nämlich die Richtigkeit dieser Behauptung für (a H- Ьу 
an, so überzeugt man sich durch Multiplication mit (a + b), dass die 
Richtigkeit dann auch für (a + b)*^^ bestehen bleibt ; da nun für 
к == 0, 1, 2, 3 die Behauptung offenbar richtig ist, so muss sie auch 
für jede ganze positive Zahl к richtig bleiben. (Wir brauchen es hier 
nur für positive к ; indess kann man die Richtigkeit für negative ganze 
к dadurch beweisen , dass man nur für (a ■{- b)~* beweist). 

Zweitens sieht man unmittelbar, dass der Zähler von P bei Ver- 

taoecliung von -|- ^q und — ^q unverändert bleibt, während der Zäh- 
ler von Q dabei nur das Vorzeichen ändert; es muss daher y^g im 
Zähler von P nur in geraden Potenzen und in demjenigen von Q nur 
in ungeraden Potenzen auftreten. 

Drittens ist der Zähler von Q offenbar durch 

(a + /ä) — (a— V^ 7) = 2v^g 
theilbar; während im Zähler von P alle Goefficienten der ungeraden 

Potenzen von ^q wegfallen und diejenigen der geraden Potenzen sich 
verdoppeln, so dass der Zähler von P durch 2 theilbar wird. 

Dadurch ist bewiesen, dass P und Q ganze Zahlen sein müssen, 
sobald a, q, m solche sind.] 
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P + ÖV^ä = (« + \Jqr, P-Q\/q = (а-\/1Г 
ergeben, deren gliedweise Multiplication die Grieichung 

F^—Q^q = (a^ — q)^ 
liefert. 

Nach der Annahme sollte aber а die Congruenz 
0^ = q (mod. «) befriedigen , d. h. es ist a^ = q (mod. a), 
was die Theilbarkeit der Differenz a*— g durch а aus- 
drückt. Hat nun a^ — q einen Theiler a, so muss 

F^—Q^q = (a^—q)"^ 

den Theiler a^ besitzen, d. h. es findet die Congruenz 

I^—Q^q = (mod.a»~) 
statt. 

Nachdem wir die Richtigkeit der ersten Behauptung 
bewiesen haben, gehen wir zum Beweise der zweiten 
Behauptung über, dass nämlich Q relativ prim zu а ist. 

Zu diesem Ende bemerken wir, dass nach der Glei- 
chung 

(а+\/аГ-(«-\/аГ 

^ 2\/q 

die Theilbarkeit von Q durch а die Bestehung der Con- 
gruenz 

('^ + V"«);-J"-V^"g)%0(mod.«) . . . (X) 

aussagen würde. Die linke Seite dieser Congruenz ent- 
hält q, wie man sich leicht durch Entwicklung der Aus- 
drücke 

überzeugen kann, nur in ganzen positiven Potenzen und 
mit ganzzahligen Coefficienten. Die Congruenz würde so- 
mit (nach § 10, Lehrsatz 13) auch noch richtig bleiben, 
wenn wir darin q durch a^ ersetzen, weil a^ = q (mod. «) 
ist. Folglich würde die Congruenz (Я) in 

(« +y^;»^«ZjM! ^ (mod. «) 
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übergehen, welche auf 

2m- 1 cfm^i = (mod. a) 

führen würde. Diese Congruenz ist aber unmöglich, weil 
а eine ungerade Primzahl und а relativ prim zu а war. 

Haben wir uns nun überzeugt, dass Py Q die Con- 
gruenz 

p2_Q«2 = (mod. «•») 

befriedigen und, dass Q relativ prim zu а ist, so wird es 
leicht sein zu beweisen: 

1) Die Congruenjs Qx = P (mod. «***) besitzt eine 
Lösung ; 

2) Diese Lösung befriedigt die Congruenz 

ж^ = 2 (niod. a**). 

Erstere Behauptung folgt direct aus dem Umstände, 
dass Q relativ prim zu а und somit auch zu «•" ist; in 
diesem Falle hat aber die Congruenz Qx--P = (mod. a"*) 
{nach § 13, Lehrsatz 16) immer eine Lösung. 

Es bleibt uns also nur noch zu beweisen, dass die 
Zahlen x, welche die Congruenz 

Qx = P (mod. a*^) 

befriedigen, zugleich auch, für z gesetzt, der Congruenz 

0* ^ q (mod. a"*) 

Genüge leisten. Zu diesem Ende erheben wir beide Sei- 
ten der ersteren Congruenz zum Quadrat und erhalten 

Verbinden wir diese Congruenz mit der oben bewiesenen 

I» — Q^q = (mod. «"»), 

so erhalten wir 

Q^x^ = Q^q (mod. «♦»), 

deren beide Seiten durch Q^ dividirt werden dürfen, weil 
Q relativ prim zu a, also auch zu «•" ist. Wir erhalten 
abo 
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др* = g (mod. «♦**) , 

was zu beweisen war. 

Wir finden somit die Lösungen von 

0^ =i q (mod. «*") 
aus der Congruenz 

Q/s = P (mod. «"*) , 

wobei P, Q aus den Gleichungen 

gefanden werden, wenn а eine Zahl bedeutet, welche die 
Congruenz 

a^ = q (mod. a) 
befriedigt. 

Beispiel. Es sollen die Lösungen der Congruenz 

0^ = —2 (mod.38) 

gefunden werden» 

Man findet, nach der obigen Auseinandersetzung, eine 
diese Congruenz befriedigende Zahl aus der Congruenz 

Q^^ P (mod. 3») , 
wobei 

2 ' 

(а + у/32)з-(а-у/=2)8 
^ ~ 2v/=2 ' 

wenn а die Congruenz 

a« = — 2 (mod. 3) 
befriedigt. 

Die letzte Congruenz gehört zu denjenigen, welche 
nach der im § 29 gezeigten Methode gelöst werden kön- 
nen. Wir finden nach dieser Methode, dass die Zahl а = 1 
die Congruenz befriedigt, wovon man sich im gegebenen 
Falle auch unmittelbar überzeugt. Setzt man diesen Werth 
а = 1 in die obigen, P, Q definirenden Grieichungen ein, 
so erhalt man: 
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p _ (1 + у/=2)»+(1-у/:=2)» g 

ел 

_ (l + V/32)3-(l-v/Z:2)s _ ^ 

2\/— 2 

Daraus ergiebt sich eine Zahl ^er, welche die Congruenz 

z" = -2 (mod. 3») 
befriedigt, in der Form 

ier = —6 (mod. 38). 



Nachdem wir gezeigt haben, wie die Lösungen einer 
Congruenz ;er^ = g (mod. a^), wenn а irgend eine ungerade 
Primzahl ist, gefunden werden, können wir leicht zur Lö- 
sung der allgemeinern Congruenz 

z^ =i q (mod. «♦»* jS" / . . . .) 
übergehen. 

Hat man gleichzeitig 

(f)-i; (f)-'; Ф-'- 

SO findet man nach der eben angegebenen Methode solche 
Zahlen щ Vj w, » , ., welche die Congruenzen 

M* = g (mod. «*») ; v^ = q (mod. j8**) ; w^ = q (mod. y*") ; .... 

befriedigen. Diese Zahlen werden , wie wir gesehen ha- 
ben, durch Congruenzen von der Gestalt 

и = Л (mod. «*") ; v = В (mod. /S*») ; w = С (mod. y**) ; .... 

dargestellt. 

Man kann sich aber leicht überzeugen, dass unter den 
Zahlen, welche durch jede dieser Congruenzen definirt sind, 
sich eine Zahl д? von der Grestalt 

X = ^(/J"/...)"""("-^^+5(a'»y'...^'^~'^+C'(«»'/J»...)''"^~^^+.-. 

finden muss; welche also zugleich alle diese Congruenzen 
befriedigt. 
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Denn diese Zahl x, welche aus einer Зшпте von Glie- 
dern besteht, von denen alle, mit Ausnahme des ersten, 
Vielfache von «*" sind, genügt offenbar der Congruenz 

während nach Lehrsatz 17 die Congruenz 

03"/ . . .)«""'(«-^) = 1 (mod. «"») , 
also auch 

besteht. Man erhält somit für unsere Zahl x die Con- 
gruenz 

X = Л (mod. «»"). 
Ebenso kann man beweisen, dass für s die Congruenzen 

X ^ В (mod. jS»») 
л; = С (mod. у»") 

stattfinden; folglich wird unsere Zahl x die Congruenzen 
u^ = q (mod. a*") ; v^ = q (mod. j8") ; w;^ = g (mod. y*") ; .... 

gleichzeitig befriedigen; so dass zugleich die Congruenzen 
x^ = q (mod. a"*) ; ä;^ = 3 (mod. /8") ; ж* = g (mod. y*") ; .... 

bestehen. Da aber die Moduli 

«~, ^", r, ... 

dieser Congruenzen relativ prim zu einander sind, weil 
a, j8, y, . . . als von einander verschiedene Primzalden 
angenommen waren, so haben die letzten Congruenzen 
(nach § 9) die Congruenz 

x^ = q (mod. «"», /S", у% . . . .) 

zur Folge. 

Auf diese Weise wird eine Zahl s bestimmt, die die 
Congruenz 

0?* = g (mod. p) 
befriedigt, wenn q relativ prim zu p und p eine ungerade 
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Zahl ist, welche aus einem Producte von Potenzen der 
Primzahlen 

a, /J, y, . . . 

besteht und die Gleichungen 

© = !■ (!)-'■ Ф-1'-- 

stattfinden. 

[UmJcehrung. Besitzt die Congruenz 

z^^q = (med. a"» j3« y»" . . .) 

eine Lösung^ während a, ß, y, . . . von einander und von 
2 verschiedene Primzahlen und q relativ prim zu 

2У? = a« /J»» / . . . , 
so bestehen gleichzeitig die Gleichungen 

ш - 1^ (f-) - 1^ (f ) - 1^ • • ■ • 

Beweis, Ist die Congruenz 

z^'-q = (mod. «*" . j8** . /" . . .) 

gegeben, so sagt dieselbe aus, dass z^ — q ein Vielfaches 
von («^ ß^ y^ . . .), also jedenfalls ein Vielfaches von a, 
von /J, von y, . . . einzeln. Die obige Congruenz setzt 
also jedenfalls die gleichzeitige Existenz der Congruenzen 

z^—q = (mod. a); z^ — q = (mod. ß); 
z^ — q = (mod. y) . . . . 

Diese Congruenzen können aber nach § 24 nur dann eine 
Lösung besitzen, wenn die Gleichungen 

(-i-)-ii(fx-ii(f-) ->-■•• 

gleichzeitig bestehen. 

Man kann, wie man sieht, diese TJmkehrung direct 
beweisen und dann den oben direct, aber auf complicirtem 
Wege bewiesenen Lehrsatz, indirect, aber sehr leicht be- 
weisen. 

Vorausgesetzt, nämlich, dass die Gleichungen 

(!) = ii (f)-i.-(p-ii---- 
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stattfinden, so muss die Congruenz 

ß^ — g = (mod. «*" /J** y'' . . .) 

eine Lösung besitzen. Denn angenommen diese Congruenz 
habe keine Lösung, so hiesse dieses unter den Zahlen 

0, 1, 2, ...,««» /3»» /• ... . —1 

findet sich keine einzige, welche, für z gesetzt, e^ — g zu 
einem Vielfachen von «"* /J" 7>^ . . . machen könnte. Es 
muss also für jeden Werth von z die Division von e^ — €i 
durch «*" /3** y*" . . . immer irgend einen Rest jß zurück- 
lassen, welcher von Null verschieden ist. 

Wählt man einen dieser Werthe von z^ etwa ß\^ zu 
welchem der Werth jßi, als Rest gehört, so besteht die 
Congruenz 

^^ — g = i?i (mod. «»" /3" y»' . . .), 

also 

;@rj— (g + i?i) = (mod. «»" /J»* /• . . .).] 

Hiermit schliessen wir die Theorie der Congruenzen 
zweiten Grades. 



Kapitel V. 

Ueber binomische Congruenzen. 



§ 31. Ueber die Congruenz л;»"— 1 = (mod.jp), wenn p 

eine Primzalil ist. 

Unter dem Namen „binomische Congruenz^ versteht 
man eine solche von der Gestalt 

ос^ — Л = (mod. p), 

wobei fij A, p irgend welche ganze Zahlen sind. Wir 
beginnen mit dem einfachsten Falle, wenn -4. = 1, und p 
eine Primzahl ist. 

Wir werden annehmen, es sei p von 2 verschieden, 
weil für jp = 2, die Congruenz 

ж" — Л = (mod. 2) 

nach § 20 auf eine Congruenz ersten Grades zurückgeführt 
wird. 

In Bezug auf die Congruenz von der Gestalt 

iT** — 1 = (mod. p) 

wollen wir zunächst folgenden Lehrsatz beweisen. 

34. Lehrsatz. Befriedigt eine Zahl die beiden Cm- 

gruenssen 
ym — 1 = 0; a^ — 1 = (mod. p) 

gleichjseitig , so befriedigt dieselbe Zahl 
auch die Congrüene 

ж'' — 1 = (mod.^)), 

wenn a> den grössten gemeinsamen 
Theüer von m und n bedeutet. 
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Beweis. Es mag а eine Zahl sein, welche sowohl 
дрт — 1=0 (mod.jp), als auch a^ — 1 = {moA. p) befrie- 
digt; wir erhalten dann 

o"* = 1 ; a** = 1 (mod. p) 

und а muss relativ prim zu p sein , weil sonst 

a»" = (mod. p) 
wäre. 

Indem Ю als grösster gemeinsamer Theüer von m und 
n vorausgesetzt war, erhalten wir in den Quotienten 

m n 

ganze Zahlen, die relativ prim zu einander sind. Sind 
aber — , — relativ prim zu einander, so wird man eine 

Ю СЭ 

Zahl z finden können, die der Congruenz ersten Grades 

— z^—1 = (mod. — ) 

genügt. Diese Congruenz sagt aus, dass die Differenz 
— z — 1 durch — theilbar ist; bezeichnen wir den Quo- 
tienten dieser Division mit y, so finden wir 

- ^—1 = -y, 

woraus folgt 

mz — ny = Ю (19) 

Erhebt man die erste der beiden Congruenzen 

a** = 1 ; a^* = 1 (mod. p) 
zur Potenz jgr, die zweite zur Potenz y, so erhält man 

Dividirt man beide Seiten dieser Congruenz durch a^ 
(eine Zahl , welche zu p relativ prim ist , weil , wie wir 
gesehen haben, а relativ prim zu p sein muss), so ver- 
wandelt sich die Congruenz in: 

ßiiw-ny^i (mod.i?), 
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oder, wenn man für mz — ny seinen Werth ю aus (19) 
setzt, in: 

a"* = 1 (mod. p) 

was zu beweisen war. 

Aus diesem Lehrsätze kann man femer den folgenden 
herleiten. 

36. Lehrsatz, a) Die Lösungen einer Congruenz 

x"^ — 1 = (mod. p) 

sind zugleich auch Lösungen von 

xP-^ — 1 = (moA.p). 

b) Ist Ю der grösste gemeinsame Thei- 
ler von m und p — 1, so besitzt die 
Gongruenz 

x"^ — 1 = (mod,p) 

(o Lösungen, welche aus der Gon- 
gruenz 

Ж*" — 1=0 (moA.p) 

sich ergeben. 

Beweis, Der Congruenz ж*" — 1 = (moi.p) kön- 
nen nur Zahlen genügen, die durch p nicht theilbar 
sind; weU für jedes x, welches ein Vielfaches von p ist, 
«*" = (mod. p) sein würde. Für jedes durch p nicht 
theilbares x besteht aber nach dem Fermat'schen Satze 
die Congruenz 

xP-^ — 1 = (mod. p). 

Folglich müssen alle Zahlen, welche die Congruenz 
x^ — 1 = (mod. 1?) befriedigen, zugleich auch der Con- 
gruenz ocP-^ — l = 0(mod. ^) genügen. Daraus ergiebt 
sich dann, nach dem vorhergehenden Lehrsatze, dass die- 
selben Zahlen auch die Congruenz 

Äi^ — 1 = (mod.jp) 

befriedigen, wenn ш den grössten gemeinsamen Theiler 
von m und p—l bedeutet. 

Ebenso leicht kann man sich, umgekehrt, überzeugen, 
dass alle Zahlen, welche die letzte Congruenz befriedigen, 
auch die Congruenz 

Tebebjsebeff, Ziüüentheorie. 10 
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/pm — i = (mod.p) 

befriedigen müssen. 

Schreibt man die Congruenz x^ — 1 = (mod. p) in 
der Form ж*" = 1 (mod. p) und erhebt beide Seiten zur 

Potenz — (es ist offenbar — eine ganze Zahl, weil ш ein 

Theiler von m ist), so erhält man in der That ж*' = 1 
(mod. p)y oder äi"» — 1 = (mod. p). 
Somit werden beide Congruenzen 

Ж»»— 1 = 0; Äi^— 1 = (mod. p) 

durch ein und dieselben Zahlen befriedigt. Es bleibt uns 
daher nur noch zu zeigen übrig, dass diese Congruenzen 
wirklich СЭ Lösungen besitzen. Dieses lässt sich leicht an 
der Congruenz x^ — 1^0 (mod. ^) zeigen. Da со ein 

Theiler von p — 1 ist, so ist eine ganze Zahl; be- 
zeichnen wir dieselbe mit w, so erhält man p — 1 = юп. 
Man wird daher o:?— ж in der Form 

aiP—x = ф«^— 1) = X [(^Y-l"] 

darstellen können. In dieser Form erkennt man aber die 
Theilbarkeit von x^ — x durch ж" — 1 sofort; weil die Dif- 
ferenz der Potenzen -4" — Б" bekanntlich immer durch die 
Differenz der Wurzeln Ä — В theilbar ist. 

Ist aber я^ — x durch x^ — 1 ohne Rest theUbar, so hat 
die Congruenz x^ — 1 = (mod./)), nach Lehrsatz 26, ю 
Lösungen. Weil aber diese Congruenz nur durch Zahlen 
welche der Congruenz x^ — l = 0(mod. jp) genügen, be- 
friedigt werden kann, so muss auch die letztere Congruenz 
CD Lösungen haben; was zu beweisen war. 

Beispiel. Die Congruenz a:'®— 1 = (mod. 17), bei 
welcher 2 der grösste gemeinsame Theiler der Zahlen 10 
und 17 — 1 ist, hat nur zwei Lösungen, welche aus der 
Congruenz 

л;2 = 1 (mod. 17) 
gefunden werden. 

Bemerkt man, dass dieser Congruenz die Zahlen 1 
und 17—1 = 16 genügen, so dass die Lösungen derselben 



Kap. V, § 31. 147 

x = l] x~16 (mod. 17) 

sind, so kann man scHiessen, dass auch die Lösungen der 
Congruenz 

a;^o-l = (mod. 17) 

keine andere als 

x = l' x = lG (mod. 17) 

sind. 



Auf G-rund des letzten Lehrsatzes wird somit die 
Lösung einer Congruenz x"^ — 1 = (mod. p) auf die Lö- 
sung der Congruenz x^ — 1 = (mod. p) zurückgeführt, 
wobei (o ein Theiler von p — 1 ist. Mit dieser letzteren 
Congruenz wollen wir uns nunmehr beschäftigen und be- 
weisen zunächst folgenden 

36. Lehrsatz. Der Congruenis ж" — 1 = (mod. p), 

in welcher ю ein Theiler von p — 1 ist, 
genügt eine Zahl 

p-^l 



а = n j 



wenn n relativ prim zu p ist. 

Beweis. Man hat nämlich, da а = w ^ angenom- 
men wird, 

Nach dem Fermat'schen Satze besteht aber, wenn n rela- 
tiv prim zu p ist, die Congruenz 

n^~^— 1 = (mod. 2?), 
folglich auch 

a^— 1 = (mod. 2?); 
was zu beweisen war. 



10* 
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Beispiel. Der Congruenz x^—1 = (mod. 11) ge- 
nügen die Zahlen 

11—1 11-1 11-1 

2 б =4; 3 ^ =9; 4 ^ =16; .... 



Auf diese Weise kann man mehrere Lösungen der 
Congruenz 01^ — 1 = (mod.jp) finden. Was nun die Auf- 
findung aller Lösungen dieser Congruenz betrifft, so be- 
weisen wir diesbezüglich folgenden Lehrsatz. 

37. Lehr Satz. Befriedigt eine Zahl %• die Congruenz 

ж^— 1 = (mod.jp), 
ohfbe eine der Congruenzen 
x^^—l = 0; xß—1 = 0; . . . ; a;^— 1 = (mod.i?) 
zu befriedigen^ wenn 

a, /J, . . ., () 

Theiler von со (die 1 mit inbegriffen) 
bedeuten , so werden alle (o-Lösungen 
der Congruenz durch die ю successiven 
Potenzen von #, also 

x^d"] ж^'9'2; ; х = д'^ (moi.p) 

erhalten. 

Beweis. Man überzeugt sieh leicht, dass wenn O* 
die Congruenz 

x""— 1=0 (mod. p) 

befriedigt, derselben auch d^^ genügt, wenn n eine be- 
liebige Zahl ist. Denn, wenn -ö- diese Congruenz befrie- 
digt, so hat man #*" — 1=0 (moi.p); also 

^"' = 1 (mod. p). 

Erhebt man beide Seiten dieser Congruenz zur nten Potenz, 
so erhält man д•*^^^ = 1 (mod. />), oder, was dasselbe ist : 

^•«öi^i^o (mod.^), 

woraus erhellt, dass d'** der Congruenz ж"*— 1 = (mod. p) 
genügt. 



Kap. V, § 31. 149 

Daraus folgt, dass -ö*, «ö-^, . . . ., #^ und somit auch 
alle durch die Congruenzen 

ж = -ö-; a; = #2; . . . .; x = d''^ {mod,p) . . (20) 

definirten Zahlen die Congruenz 

x^^—l = (mod.i?) 
befriedigen. 

Wir wollen nun beweisen, dass unter den Congruen- 
zen (20) nicht zwei einander identisch sein können. Neh- 
men wir zu diesem Ende das Gegentheil an, dass nämlich 
irgend zwei, etwa 

ar = -Ö*»» ; Ä? = -ö-*» (mod. p) 

einander identisch seien, während m, n, als Exponenten 
von d' in den Congruenzen (20), grösser als und nicht 
grösser als ю sein sollen. Es sei nun m grösser als n. 
Indem wir zulassen, dass die beiden letztgenannten 
Congruenzen durch eine und dieselbe Zahl x befriedigt 
werden, erhalten wir 

und durch Division beider Seiten durch %'** (welches relativ 
prim zu p) — die Congruenz 

%>ш-п_1 = (mod.p). 
Diese Congruenz liefert, in Verbindung mit 

^«—1 = (mod. 2?), 

welche nach Voraussetzung durch # befriedigt wird, nach 
Lehrsatz 34 die neue Congruenz 

d-*"— 1 = {mod.p), 

wobei Ю den grössten gemeinsamen Theiler von m—n 
und CO bedeutet. Da со' ein Theiler von m — n ist, so 
kann nicht со' = со sein, weil m und n grösser als und 
nicht grösser als со sind und somit m — n <: со. Ist aber 
со' <: CD und ein Theiler von со, so muss cd' eine der Zahlen 

aj ß, . . . .j Q 

sein, welche alle Theiler von со darstellen. Die Congruenz 

д''^' —l = 
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muss also eine jener Congruenzen 

#«—1 = 0; '9'.^— 1 =0; ; #'^—1 = (mod. p) 

sein, welche nach der Voraussetzung nicht stattfinden 
können. 

Es können folglich nicht zwei der сэ Congruenzen 

a?^^; ж = '9'^; ....; x^%^ (mod. p) 

einander identisch sein ; dieselben liefern daher alle о Lö- 
sungen der Congruenz 

x"^ — 1 = (mod. p) , 
was wir beweisen wollten. 



Beispiel, Um alle Lösungen der Congruenz 

x^—l = (mod. 13) 

zu finden, müssen wir eine solche Zahl aufsuchen, welche 
diese Congruenz befriedigt, ohne die Congruenzen 

x—1 = ; x'—l = 0; x^—1 = (mod. 13) 

zu befriedigen, bidem wir nun finden, dass die Zahl 4 
eine solche Eigenschaft besitzt, erhalten wir alle Lösun- 
gen der Congruenz x^ — 1 = (mod. 13) durch die Con- 
gruenzen 

ж = 4 ; ж = 4^; л; = 4' ; x = 4:^] л? = 4* ; ж = 4^ (mod. 13), 

oder: 

л; = 4; л; = 3; ж = 12; х = 9 ; ж = 10; а? = 1 (mod. 13). 



§ 32. Ueber die Congruenz x^'—A^O (mod. ;?), wenn p 

eine Primzalil ist. 

Wir gehen jetzt zu den allgemeinem Congruenzen 
von der öestalt 

x''^ —А = (mod. p) 
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über, wobei А eine beliebige, durch p nicht theilbare Zahl 
bedeutet, während p eine Primzahl, die wir wiederum, 
von 2 verschieden voraussetzen, sein soll. 

Ueber Congruenzen von dieser Gestalt beweisen wir 
folgenden Lehrsatz. 

38. Lehrsatis, a) Die Gongrue^iz x^ — А = (mod.^) 

ist nur dann möglich ^ wenn 

А ^ =. 1 (mod. p), 

wahrend oo der grösste gemeinsame 
Theiler von p — 1 und m ist. 
b) Ist die Congruenz ж'" — -4=0(mod.j>) 
überhaupt möglich^ so besitzt die^ 
selbe (o Lösungen^ welche aus der 
Congruene 

x^—A"" = {moA.p) 

sich ergeben, wenn тс eine Zahl ist, 
welche der Bedingung 



— 3C = 1 ( mod. ^ ) 

Od \ CD У 



genügt. 
Beweis, Es war А durch p untheilbar vorausge- 
setzt; daher kann eine die Congruenz x''*—A = 0{moä.p), 
oder x^ ^ А (mod. p) befriedigende Zahl x nicht ein Viel- 
faches von p sein ; weil sonst x**^ = (mod. p) wäre und 
wir aus x'^=A (mod. 2?) für А die Congruenz J. =0 (mod.^) 
erhalten hätten. Ist aber x durch p nicht theilbar, so er- 
halten wir nach dem Jerma^'schen Satze 

x^^^ = 1 (mod. p). 
Erhebt man beide Seiten dieser Congruenz zur Potenz 
- und beide Seiten der Congruenz o[f^= А (mod. p) zur 
Potenz - — - (die Exponenten - , sind ganze Zahlen, 

weil Ю gemeinsamer Theiler von m und p—1 ist) , so er- 
hält man 



X 



^ = 1; a; *" = il *" (mod.2>); 
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woraus folgt 



p — 1 
J. ^ = 1 (mod.jp). 



Damit also die Congruenz x'^ — А — (mod. |)) mög- 
lich sein soll, ist nothwendig, dass А der Congruenz 

^ "* = 1 (mod.i>) (21) 

Grenüge leistet. 

Nehmen wir nun an, diese Bedingung sei erfüllt, so 
können wir beweisen , dass dann alle Zahlen , welche die 
Congruenz 

o(f^ = А (mod. p) 

befriedigen, zugleich auch der Congruenz 

ж^ = A^ (mod. p) 

genügen, wenn л eine durch die Congruenz 

^-1\ 
CO \ CO У 

definirte Zahl bedeutet. 

Da nämlich со den grössten gemeinsamen Theiler von 
m und p—1 bedeutet, so erhalten wir in 

m • p — 1 






mod. 



CO 



CO 



ganze Zahlen, welche relativ prim zu einander sind. Man 
kann aber immer, wenn — , relativ prim zu einander 

CO Cö ^ 

sind, eine Zahl % finden, welche die Congruenz 

Ä = 1 f mod. j 

befriedigt. Für diese Zahl ж wird, mit anderen Worten, 
die Differenz 



m 

CO 



— л — 1 

CO 



p-i 



durch theilbar sein. Bezeichnen wir den Quotienten 

CO 

dieser Division mit ^, so erhalten wir 
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m ^ p — 1 

— Ä — 1 = Q- 

oder, so geschrieben: 

тл — q(p — 1) = ю (22) 

Auf Grrund dieser Gleichung kann man sofort zeigen, 
dass zugleich mit 

aj"* = -4. (mod. p) 
auch 

x^ = Ä^ (mod. p) 
bestehen muss. 

Erheben wir nämlich beide Seiten der Congruenz 

ä;~ = -4. (mod. p) 
zur Äten Potenz, so erhalten wir 

ж"»^ = Л"" (mod. p) ; 

erhebt man zugleich beide Seiten der aus dem Fermat^- 
schen Satze sich ergebenden Congruenz 

ix^ = 1 (mod.jp) 
zur ^ten Potenz, so erhält man ; 

^QiP-^) = l^ oder 1 = x^^^^Ur^od. p). 
Multiplicirt man beide Congruenzen 

gliedweise mit einander, so erhält man 

X = л X (mod. p) , 

woraus nach Division beider Seiten durch x , welche 

Zahl nach Voraussetzung relativ prim zu p ist, sich 

ergiebt. Ersetzt man darin die Zahl тя — ^(jp — 1) durch 
die (nach 22) ihr gleiche Zahl ш, so erhält man endlich 

Д.« = A'^ (mod. p) , 
was zu beweisen war. 

Haben wir uns somit überzeugt, dass die Congruenz 



154 Kap. V, § 32. 

ж»" = -4 (mod. p) keine anderen Lösungen als diejenigen 
der Congruenz x^ — Ä" (mod. p) besitzen kann, so können 
wir auch den zweiten Theil unseres Lehrsatzes beweisen. 
Wir beweisen nämlich, dass die Congruenz 

x'^ = A'' (mod.p) 

wirklich CD Lösungen besitzt und dass alle diese Lösungen 
zugleich auch die Congruenz 

a^ = А (mod. p) 
befriedigen. 

Wir verfahren, um uns von der Richtigkeit dieser 
Behauptung zu überzeugen, wiederum nach der im § 21 
angegebenen Methode, indem wir den Rest suchen, wel- 
cher bei der Division von xp — x durch x^ — Л" verbleibt. 
Man findet diesen Rest sehr leicht, wenn man bemerkt, 
dass man xp — x so schreiben kann: 

l{x^) ^ ^(A-) "^ \ x+lA ^ — ij X. 

bi dieser Form erkennt man sofort, dass der erste Theil 

p — 1 p — 1- 



г P--1 р-чп 

|.(ж^) "" — (А'') ^ J 



.(ж^) '^ —(А'') ^ Ja? 
durch х^ — А^ theilbar ist, woraus sich somit 

. njp^l) V 

als der gesuchte Rest ergiebt. 

n{p-l) 
Der Coefficient А ^ —1 ist aber hier durch p 
theilbar, weil die Erhebung beider Seiten von (21) zur 
jrten Potenz die Congruenz 

n{p-l) 
А "^ =1 (mod. p) 
liefert. Nach Lehrsatz 26 besitzt daher die Congruenz 

wirklich ш Lösungen. 
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Es bleibt uns nur noch zu beweisen übrig, dass alle 
Lösungen der Congruenz 

x"" ~ Л"" (mod. p) 

auch die Congruenz 

x'^ = Л (mod. p) 
befriedigen. • 

Erheben wir beide Seiten der vorletzten Congruenz 

zur Potenz — , so erhalten wir 

CO 

nm 

x^ = Ä^ (mod. p). 

Subtrahirt man А von beiden Seiten dieser Congruenz, 
so erhält man 

nm 

Ж"* — Ä = A^ — А (mod. p) , 
oder, so geschrieben: 

x'^—A^A \A " — l) (mod.jp). 

Setzt man hierin für ят — сэ den aus (22) sich erge- 
benden Werth q{p — 1), so erhält man 

x'^—A = A \A " —l) imoä.p) .... (23) 
Nach (21) befriedigt nun А die Congruenz 

А ^ =1 (mod. p) , 
welche durch Erhebung beider Seiten zur Potenz q in 

g(p-l) 
Л "^ = 1 (mod. p) , 
oder 

g(jp-l) 
А *" —1 = (mod.jp) 
übergeht. Infolge dieser letzteren, geht aber die Con- 
gruenz (23) in 

x^ — -4 = (mod. p) 
über; was noch zu beweisen übrig geblieben war. 
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Beispiel. In der Congruenz 

a;8_3 = (mod. 11) 

ist 2 der grösste gemeinsame Theiler von 8 und 11 — 1. 
Damit also die Congruenz wirklich Lösungen habe, ist 
nothwendig, dass 

Ни! 

3^=1 (mod. 11) 

erfüllbar sei. Diese Bedingung ist aber wirklich erfüllt, 
weil 

11-1 

3 ^ = 3«^ = 243 und 243 = 1 (mod. 11). 
ist. 

Man findet auch die Lösungen unserer Congruenz in 
der That aus der Congruenz 

x' — S'' = (mod. 11), 
wobei л durch die Bedingung 

2« = 1 (mod. -J^), 

also 

4 Ä = 1 (mod. 6) 
definirt ist. 

bidem wir diese Congruenz nach der in § 15 gezeig- 
ten Methode lösen, finden wir 

л = 46-2 = 64 (mod. 5). 

Daraus ersieht man, dass я; = 4 gesetzt werden kann, 
bifolgedessen geht die Congruenz 

a;«— 3^ = (mod. 11) 

in 

л;2~81=0 (mod. 11) 

über, der offenbar die Zahlen a? = 9 und ж = 11 — 9 = 2 
genügen. Die Lösungen der Congruenz ^ 

a?8— 3 = (mod. 11) 
sind somit 

rc = 2 ; л; = 9 (mod. 11). 
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Aus den über die Congruenzen von der Gestalt 

x^ — Л = (mod.jp) 

bewiesenen Lehrsätzen wollen wir folgenden Lehrsatz her- 
leiten. 

39. Lehrsatz. Die Congruenz 

x"^ -^-1 = (mod. p) 

hat keine Lösung, wenn p — 1 nach 
Befreiung von gemeinsamen Theilern 
mit m auf eine ungerade Zahl führt. 

Im entgegengesetzten Falle, besitzt 
die Congruenz сэ Lösungen j wenn ю 
den grössten gemeinsamen Theüer von 
p — 1 und Ш bedeutet; und diese Lö- 
sungen werden aus der Congruenz 

a;^ + 1 = (mod. p) 
gefunden. 
Beweis. Nach Lehrsatz 38 wissen wir, dass, damit 
die Congruenz x^ -f" 1 — ^ (mod. p) möglich werde , es 
nothwendig ist, dass die Congruenz 

p-\ 

(—1) ^ = 1 (mod. p) 

bestehe. Dieses ist aber unmöglich, wenn eine un- 

gerade Zahl ist; es muss folglich der Quotient der Divi- 
sion von p — 1 durch den grössten gemeinsamen Theiler 
Ш von p — 1 und m eine gerade Zahl sein. 

Ist aber eine gerade Zahl , so wird die Bedin- 

gung 

j? — 1 

(—1)"^ = 1 (mod. p) 

erfüllt und die Congruenz 

ж^« + 1 = (mod. p) 

hat in diesem Falle, nach unserem bereits bewiesenen 
Lehrsatze, о Lösungen und diese Lösungen werden durch 
die Congruenz 

x^—{—lY^O (mod.i?) 
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ermittelt, wobei ж durch die Congmenz 

— Ä = 1 ( mod. ) 

w \ СЭ у 

definirt ist. 

Da nun in dieser letzten Congruenz der Modul eine 
gerade Zahl ist, während die rechte Seite durch 2 untheil- 
bar ist, so muss auch die linke Seite relativ prim zu 2 
sein. Daraus folgt, dass я eine ungerade Zahl sein muss, 
infolge dessen die Congruenz 

ä;**' — (— 1)^ = (mod. 2)), 

durch welche die Lösungen der Congruenz 

ж"» + 1 = (mod. p) 
bestimmt werden, in 

л;" + 1 = (mod. p) 
sich verwandelt. 

So haben wir uns von der Richtigkeit des ausgespro- 
chenen Lehrsatzes überzeugt. 



Beispiele, 1) Aus unserem Lehrsatze schliessen 
wir, dass die Congruenz 

Äi* + 1 = (mod. 13) 

keine Lösung hat; weil der grösste gemeinsame Theiler 
von 4 und 13 — 1 die Zahl 4 ist und der Quotient der 
Division von 13 — 1 durch 4 die ungerade Zahl 3 liefert. 
2) Dagegen hat die Congruenz 

ж» + 1 = (mod. 13) 

drei Lösungen, weil als grösster gemeinsamer Theiler von 
9 und 13—1 sich 3 ergiebt und die Division von 13—1 
durch 3 die gerade Zahl 4 zum Quotienten liefert. 
Die drei Lösungen erhält man aus der Congruenz 

Л?» + 1 = (mod. 13). 
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§ 33. Ueber die Congruenz x'^—A = (mod. H)^ wenn jJT 

eine zusammengesetzte Zahl ist. 

Bisher haben wir uns bei der Behandlung der Con- 
gruenz 

Ж"* — А = (mod.^) 

auf den Fall beschränkt, wenn der Modul p eine Prim- 
zahl ist. Wir wenden uns nunmehr zu dem allgemeinen 
Fan 

x'^—A = (mod. JV), 

wenn der Modul JV eine zusammengesetzte Zahl ist. 

Wir nehmen an, dass der Modul ^ relativ prim zu 
m und zu А ist und beweisen für diesen Fall, dass wenn 
die Congruenz 

x^ — А = (mod. 2?), 

deren Modul p eine der in N enthaltenen Primzahlen be- 
deutet, befriedigt werden kann, dann auch der Congruenz 

x'^—A = (mod. N) 

Grenüge geleistet werden kann. 

Wir beginnen mit dem speciellen Falle 

x^—A = (mod. Ж), 

wenn der Modul M eine Potenz einer Primzahl, etwa 

M = af*, 

Wobei а eine Primzahl, welche nicht Theiler von m oder 
von А ist , bedeutet. Wir wollen zeigen , wie man aus 
einer Lösung der Congruenz 

x^ — А = (mod. a) 

Lösungen der Congruenzen 

x^ — А = (mod. a^); x^ — А = (mod. a^); . . . . 

herleiten kann. 

Es mag а eine Zahl sein, welche die Congruenz 

x^ — А = (mod. a) 

befriedigt; es kann а nicht durch а theilbar sein, weil А 
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nach Voraussetzung durch а untheilbar war. Um eine 
Zahl zu finden, welche die Congruenz 

x"^ — u4 = (mod. a*) 

befriedigt , setzen wir x == а + «^ ^^^ suchen die Zahl 
e so zu bestimmen, dass die Bedingung 

(a + «^)*" — ^ — (mod. «*) 
erfüllt werde. 

Die letzte Congruenz kann man so schreiben: 

am_^+^a»«-ia;9+^^^^ = (mod.a^) 

und nian sieht sofort, dass hierin а ein gemeinsamer Thei- 
1er aUer Glieder der Congruenz und ihres Moduls ist. 
Denn da а die Congruenz л:*» — -4 = (mod. a) befriedigt, 
so muss die Difi^erenz a^ — А ein Vielfaches von а sein; 
alle übrigen Glieder unserer Congruenz und der Modul 
enthalten aber а explicite als Factor. Dividiren wir da- 
her alle Glieder und den Modul durch a, so erhalten wir 

— "^ — |- ma'^-^z -{ — ^j — ö"^ a**""W^4"— + a***"^^ = (mod. a). 

OL \ , и 

Subtrahiren wir von dieser die offenbar identische Con- 
gruenz 

^^^^a«*-2(^2-f ....+a~-i;^'« = (mod.a), 

so erhalten wir die Congruenz 

o*~ — А 



а 



+ ma^'^^ £г = (mod. а) , 



welche, als Congruenz ersten Grades in Bezug auf £г, leicht 
gelöst werden kann. 

Man überzeugt sich leicht, dass diese Congruenz im- 
mer eine Lösung besitzt; weil der Coefficient von z^ als 
Product von m und einer Potenz von o, welche beide re- 
lativ prim zu а vorausgesetzt waren, selbst relativ prim 
zum Modul а ist. Wir wissen aber, dass eine Congruenz 
ersten Grades in diesem Falle immer eine Lösung besitzt. 

Die Lösung der Congruenz 
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1- wia*""^ ;Sf = (mod a) 

ОС 

liefert somit eine Zahl £г, mit Hülfe deren man diejenige 
Zahl X = Ъ, welche die Congruenz 

x^ — Ä ^ (mod. a*) 
befriedigt, in der Grestalt 

Ъ = а -{- a/s 
darstellen kann. 

Man kann aber leicht zeigen, dass man vermittelst 
einer solchen Zahl b, welche die Congruenz 

x^ — Л = (mod. a^) 

befriedigt, immer eine Zahl x = с finden kann, durch 
welche die Congruenz 

af"— -4 = (mod. «') 
befriedigt ist. 

Wir setzen zu diesem Zwecke in der letzten Con- 
gruenz 

X = Ъ -{- a?u 

und erhalten für w die Bestimmung 

(b + ««w)»»— u4 = (mod. a»). 
Indem wir wiederum 

(b + a^w)*" 

nach dem binomischen Satze entwickeln, alle Glieder der 
Congruenz und den Modul durch a* dividiren und die 
Glieder, welche noch dann Vielfache von а bleiben, fort- 
lassen, erhalten wir, ganz analog wie oben, für die Be- 
stimmung von и die Congruenz ersten Grades 



«2 



+ wb*"-^ w = (mod. a). 



Bestimmen wir daraus w, was offenbar wieder immer 
möglich ist, weil auch hier der Coefficient von w relativ 
prim zum Modul ist, so finden wir eine Zahl a? = c, 
welche der Congruenz 

x^-'A = (mod. c?) 
genügt, vermittelst Gleichung 

T chebyecheff, Zahlentheorie. 11 
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Fahren wir auf diese Weise fort, so erhalten wir 
ebenso die Losungen der Congruenzen 

fgm — ^ = (mod. a*); x"^ — А = (mod. a^) u. s. f. 



Beispiel, Wir wollen die Lösung der Congruenz 

a;5— 2=0 (mod. 3«) 

auffinden. 

Wir suchen zuerst die Lösung von 

ж»— 2 = (mod. 3), 
welche, nach Lehrsatz 38, auf 

x—2'' = (mod. 3) 

zurückgeführt wird, wobei ж durch die Bedingung 

6ä= 1 (mod. 2) 
bestimmt wird. 

Bemerkt man, dass diese Bedingung durch л = 1 
erfüUt wird, so erhält man 

Ä? — 2 = (mod. 3) 

als Lösung der Congruenz 

ж^ — 2 = (mod. 3). 

Nachdem wir gefanden haben, dass diese Congruenz 
durch X = 2 befriedigt wird, setzen wir, um die Lösung 
von 

д;б_2 = (mod. 3«) 
zu finden, 

X = 2 + dz, 

wobei xr aus der Bedingung 

?~ + 5 .26-1 .^ = (niod^ 3)^ 

oder 

10 + 80;9 = (mod. 3) 
bestimmt wird. 

Nach Division beider Seiten durch 10, welche Zahl 
relativ prim zum Modul 3 ist, erhalten wir 

Bxr = — 1 (mod. 3). 
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Unter den ZaMen, welche diese Congruenz befriedigen 
findet sich ^ = 1; dieser Werth, für ^ genommen, liefert 
die Zahl 

д; r= 2 + 3;^ = 5, 

welche die Congruenz 

А^'^-г-О (mod. 3») 
befriedigt. 



Wir gehen jetzt zu dem allgemeinen Falle 

x'^—Ä = (mod. N) 

über , wobei N eine beliebige zusammengesetzte Zahl be- 
deutet, welche jedoch zu m und zu Ä relativ prim vor- 
ausgesetzt wird. 

Wir wollen beweisen, dass wenn N aus demProducte 
von Potenzen der Primzahlen 

cc, ßy yj .... 

besteht, für welche die Congruenzen 

/pw — А = (mod. a); x*^ — J. = (mod. /J); 
x"^ — Л = (mod. y); . . . . 

Lösungen besitzen, man immer eine Lösung der Congruenz 

j^— Ä = (mod. N) 
finden kann. 

Ist 

N = a^ ß^^ y" . . . ., 

so finden wir zunächst, nach der auseinandergesetzten 
Methode, Zahlen, welche die Congruenzen 

x'^ — A = (mod. a^) ; a^—Ä^O (mod. ßt") ; 

af^—Ä = (mod. y^) . . . . 
befriedigen. 

£s mögen diese Zahlen mit 

Sl, «, 6, . . . . 

bezeichnet werden. 

Nach Lehrsatz 13 werden dann auch alle Zahlen, 
welche durch die Congruenz 

11* 
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х^Ш (mod. a^) 
definirt sind, ebenfalls die Congruenz 

x^ — -4 = (mod. a^) 
befriedigen; ebenso werden alle durch 

a; = JB (mod. /J^) 
definirten Zahlen die Congruenz 

x'^—Ä = (mod. /J.**) 
befriedigen; u. s. f. 

In § 30 haben wir aber gezeigt, wie man eine Zahl 
finden kann, welche zugleich alle Congruenzen 

х = Ж (mod. a^) ; x = f8 (mod. ßf^); x~(S. (mod. y"); . . . . 

also auch alle Congruenzen 

x!^ — Ä = (mod. a^) ; ж"» — Ä = (mod. ß^^) ; 
of^—Ä = (mod. y^); .... 
befriedigt. 

Da nun a, /J, y, . . . . von eüiander verschiedene Prim- 
zahlen bedeuten, so sind die Moduli a^, /J**, y", . . . . re- 
lativ prim zu einander und in diesem Falle, folgt aus die- 
sen Congruenzen, nach § 9, die Congruenz 

x*^—Ä = (mod. «^ jS'* y" ....). 

Somit haben wir also eine die Congruenz 

а?»»— J. = (mod. a^ßf'y" . . . .) 

befriedigende Zahl dadurch gefunden, dass wir vorerst 
eine Zahl aufgesucht haben, welche den Congruenzen 

х = Ж (mod. a^) ; x = f8 (mod. j8") ; x~(S, (mod. y") ; . . . . 

gleichzeitig genügt, wobei 

81, «, 6, . . . . 
durch die Bedingungen 

5(f»_ ^ = (mod. a^), 
Sd^*—A = (mod./J'*), 
6»»— Л = (mod.y^), 

bestimmt sind. 



Eapltel VI. 

Ueber Congruenzen von der Gestalt 

a* = -ä (mod. p). 



§ 34. Ueber die Congruenz a^ = А (mod. p) im AllgemiBinen 
und insbesondere Ober die Congruenz a'' ^ 1 (mod. p). 

Wir haben uns bis jetzt immer mit solchen Congruen- 
zen, welche aus einer ganzen rationalen Function beste- 
hen, beschäftigt, und aus diesen haben wir die bemerkens- 
werthesten, nämlich: die Congruenzen der ersten zwei 
Grade und die binomischen Congruenzen, eingehender un- 
tersucht. Jetzt gehen wir zu Congruenzen über, welche 
die Unbekannte als Exponenten enthalten. Unter diesen 
Congruenzen ist die bemerkenswertheste 

a* = Л (mod. jp), 

wobei p eine, weder in o, noch in А als Theiler enthal- 
tene , sonst aber beliebige Primzahl bedeutet. Mit der 
Untersuchung dieser Congruenz wollen wir uns jetzt be- 
schäftigen. Es ist leicht in Bezug auf dieselbe folgenden 
Lehrsatz zu beweisen. 

40. Lehrsatz. Befriedigt eine Zahl а die Congruenz 

a^'=A (mod. p) , 

80 befriedigt dieselbe Congruenz auch 
jede Zahl^ wdche congruent а nach 
dem Modul p — 1 ist. 
Beweis. Ist eine Zahl z congruent а nach dem Mo- 
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dul p—1, so ist ^— а durch jp— 1 theilbar. Bezeichnen 
wir den Quotienten der Division von isf—a durch jp— 1 mit 
p, so erhalten wir 

^—a = (p—l)(f, 
woraus folgt 

Nach dem JVma^'schen Satze ist aber a?-^ und so- 
mit auch a(P-^>^ = (o^"^)^ congruent 1 nach Modul p, 
folglich ist 

д«-а ^ i (mod. jp). 

Haben wir nun, nach der Voraussetzung 

a" = J. (mod. 2?) , 

so erhalten wir durch gliedweise Multiplication dieser 
letzten Congruenz mit der vorhergehenden: 

a' = Ä (mod.i?), 

was zu beweisen war. 

Aus dem eben bewiesenen Lehrsatze folgt, dass wenn 
eine Zahl die Congruenz 

a* = Л (mod. p) 

befriedigt, dieselbe Congruenz auch unendlich viele an- 
dere Zahlen befriedigen, welche der ersten nach dem 
Modul p—1 congruent sind. 

Alle solche Zahlen у welche einander nach Modul 
p—1 congruent sind у fassen wir als eine Lösung 
der Congruent 

a^=^ А (mod. p) 
Q/uf, 

In dieser Bedeutung hat dann die Congruenz 

a^=: А (mod. p) 

so viele Lösungen, als es ganee positive ZaMen giebty 
welche Meiner als p — 1, welche also untereinander 
nach Modul p — 1 nicht congruent (incongruent) 
sind, und die Congruenz befriedigen*). 



") Man gelangt zu dieser Auffassang, wenn man ganz analoge 
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Diese Losungen werden durch 
л; = «1 ; ж = «2 ; . . . . ; ж = «n (mod. p — 1) 
dargestellt, wobei 

positive Zahlen, welche kleiner als p — 1 sind und die 
Congruenz 

a* = Л (mod. p) 
befriedigen, bedeuten. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie die Lösungen der 
Congruenz 

a* = -4. (mod. p) 

zu zählen sind, wollen wir zur wirklichen Bestimmung 
ihrer Anzahl schreiten und beginnen dabei mit dem spe- 
ciellen ГаПе Л = L 

Bezügüch der Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

kann man folgende Lehrsätze leicht beweisen. 

41. Lehrsatz. Befriedigt x = а die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) , 

so befriedigt auch jedes Vielfache von 
а dieselbe Congri(£nis. 

Beweis. Wenn der Werth x = а die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

befriedigt, so besteht: 

a" = 1 (mod. р)г 

Erhebt man beide Seiten dieser Congruenz zu irgend wel- 
cher, etwa wter Potenz, so erhält man wieder 

a^ — 1 (mod. p) , 
woraus ersichtlich ist, dass auch a: = wa die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 
befriedigt. 



üeberlegungen, wie wir sie in § 12, um die Anzahl der Lösungen der 
Congruenz fipS) = (mod.j?) zu definiren, gebraucht haben, auch in 
Bezug auf die Lösungen der Congruenz a^ = d. (mod.jp) anstellt. 
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42. Lehrsat 0. Befriedigt eine Zahl а die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) , 

50 befriedigt auch der grösste gemein- 
same Theiler von а und p — 1 dieselbe 
Congruenz. 
Beweis, Man kann diesen Lehrsatz leicht aus dem 
36ten, über die binomische Congruenz 

^m — i =, (mod. p) 

bewiesenen Lehrsatze herleiten, nach welchem jede diese 
Congruenz befriedigende Zahl а zugleich auch die Con- 
gruenz 

x^—l = (mod. 2?) 

befriedigen muss, wenn сэ den grössten gemeinsamen Thei- 
ler von m und p — 1 bedeutet. Daraus folgt nämlich un- 
mittelbar, dass zugleich mit 

a*" = 1 (mod. p) auch a^ = 1 (mod. p) 

besteht; wodurch unser Lehrsatz bewiesen ist. 

43. Lehrsatz. Die kleinste unter den Zahlen, welche 

die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

befriedigen, die Null ausgenommen^ ist 
ein Theiler von p — 1 ; alle übrigen die- 
ser Zahlen sind Vielfache dieses Theilers. 

Beweis. Es mag а die kleinste unter den Zahlen 
sein, welche die Congruenz 

a^ =: 1 (mod. p) 

befriedigen; dann wird, nach dem vorhergehenden Lehr- 
satze, dieselbe Congruenz auch durch den grössten gemein- 
samen Theiler von а und p — 1 befriedigt werden. Dieser 
Theiler von а und jp — 1, welcher die Congruenz 

a^ = 1 (mod. p) 

befriedigt, kann aber nur gleich а sein; da er sonst klei- 
ner als а wäre, während nach der Voraussetzung а die 
kleinste unter den die Congruenz 
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а* = 1 (mod. p) 

befriedigenden Zahlen sein soll. Folglich muss а selbst ein 
Theiler von p — 1 sein. 

Wir wollen nun beweisen, dass alle Zahlen, welche 
die Congruenz 

a^ = 1 (mod. p) 

befriedigen, Vielfache von а sein müssen. 

Zn diesem Zwecke bemerken wir, dass nach dem Vor- 
hergehenden Lehrsatze zugleich mit der Congruenz 

o* = 1 (mod. p) 
auch die Congruenz 

a*" = 1 (mod. p) 

bestehen muss, wobei со den grössten gemeinsamen Thei- 
ler von X und p — 1 bedeutet. Aus der letzten Congruenz, 
in Verbindung mit 

a" = 1 (mod. 2?), 
folgt aber, nach Lehrsatz 34, die neue Congruenz 

a"^' = 1 (mod.i)), 

wobei (o den grössten gemeinsamen Theiler von а und 
CO bedeutet. Es kann aber (o , nur gleich а sein; weil 
sonst оз', als grösster gemeinsamer Theiler von а und ш, 
kleiner als а wäre und wir hätten somit eine Zahl ш', 
welche kleiner als « wäre und die Congruenz 

a^ = 1 (mod. p) 

befriedigt; was der Voraussetzung, dass а die allerkleinste 
unter den diese Congruenz befriedigenden Zahlen sei, wi- 
derspricht. Es ist also 

со' = а. 
Es war aber m' der grösste gemeinsame Theiler von x 
und p — 1 ; folglich muss « == ш' ein Theiler einer jeden 
Zahl X sein, welche die genannte Congruenz befriedigt, 
was wir beweisen wollten. 



170 Kap. VT, § 34. 

Beispiel. Bemerkt man, dass, nach der Null, die 
5 die kleinste Zahl ist, welche die Congruenz 

2^ = 1 (mod. 31) 

befriedigt, so schliessen wir daraus, dass überhaupt nur 
Vielfache von 5 diese Congruenz befriedigen können. 



Aus dem soeben bewiesenen Lehrsatze folgt, dass die 
kleinste Zahl, welche die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

befriedigt, einer von den Theüern von p — 1 sein muss; 
p — 1 selbst nicht ausgenommen, welche Zahl nach dem 
JPerma^'schen Satze die Congruenz 

o^-^ = 1 (mod. p) 

befriedigt. Bezeichnen wir daher den kleinsten Divisor 
von p — 1, welcher die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

befriedigt, mit a, so büden alle Zahlen, welche überhaupt 
diese Congruenz befriedigen, die Reihe 

0, a, 2 a, 

Sollen aber die Zahlen, welche die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

befriedigen, noch der Bedingung unterliegen kleiner als 
p — 1 zu sein, so können dieselben keine anderen sein, als 

die ^ folgenden: 

0, a, 2a, . . . ., а (^ Ij. 

Nach der oben für die Anzahl der Lösungen gegebe- 
nen Definition, sagen wir also: 

die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

p 1 

besitzt immer die Lösungen, welche durch 

а 
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Ж = 0; Ж = а; а? = 2а; ....; х = а (^ ll (mod.p — 1) 

dargestellt werden. 



Beispiel. Haben wir bemerkt, dass die kleinste, 
von Null verschiedene Zalil, welche die Congruenz 

2* = 1 (mod. 31) 

befriedigt, 5 ist, so schHessen wir daraus, dass diese Con- 
gruenz 

31-1 „ 

Lösungen besitzt, welche durch 

л? = 0; ж = б; ж = 2.б; а? = 3.б; й; = 4.6; а?=:б.б 

(mod. 30) 

dargestellt sind. 



Wir haben somit gefanden, dass die Anzahl der Lö- 
sungen der Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 
durch den Quotienten 

p-i 

а 

bestimmt ist, wobei а die kleinste von Null verschiedene 
Zahl bedeutet, welche überhaupt die Congruenz befriedigt. 
Daraus folgt, als specieller Fall: 

die Congruenz a* = 1 (mod.p) hai пгиг eine Ыпще 
^ * Lösung, wenn die kleinste sie befriedigende^ von Null 

verschiedene, Zahl p—1 ist Diese Lösung ist dann 
durch 

a? = (mod. p — 1) 

dargestellt. 
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§ 35. Ueber die Lösungen der Congruenz 

a* — J. (mod. p). 

Wir gehen nunmehr zu den allgemeineren Congruenzen 

a' =.Ä (mod. jp) 

über, wobei Ä eine beliebige, durch p nicht theübare Zahl 
ist, und beweisen folgenden Lehrsatz. 

44. Lehrsatz;. Genügt der Congruenz 

oF ^L А (mod.jp) 

eine Zahl Я, wahrend а die Meinste 
Zahl istj welche die Congruenß 

a* = 1 (mod. p) 

befriedigt^ so hat die erstere [ebenfalls] 

а 

Lösungen^ welche durch 

х = Х-^у^^ Ija (mod.|)— 1) 

dargestellt sind. 

Beweis, Befriedigen Я und а beziehungsweise die 
Congruenzen 

a^ =: Л] a* ~ 1 (mod. p) , 

so hat man die beiden Congruenzen 

a^ = -4 ; a« = 1 (mod. p). 

Erhebt man beide Seiten der zweiten dieser Congruen- 
zen zu einer beliebigen, etwa nten, Potenz und multiplicirt 
das Resultat gliedweise mit der ersteren der beiden letz- 
ten Congruenzen, so erhält man 

аН-па = j^ (mod. p) j 
woraus erhellt, dass x = X-\-na die Congruenz 

a* = J. (mod.jp) 
befriedigt, wenn n eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 



Kap. VI, § 85. 173 

Man kann sich aber auch leicht überzeugen, dass es 
ausser den Zahlen von der Form Я + w« keine sonst giebt, 
welche der Congruenz 

a^ = J. (mod. p) 

Genüge leisten könnten. 

Denn, da Я nach der Voraussetzung die Congruenz 

a^ = А (mod. p) 
befriedigen soll, so folgt aus dieser letzteren auch 

a* = a^ (mod. p), 
Dividirt man beide Seiten durch a^, so erhält man 

a^"~* = 1 (mod.^), 

was, nach dem 43. Lehrsatze, aussagt, dass x — Я durch а 
theübar ist. Bezeichnet man den Quotienten der Division 
von Ж — Я durch а mit n, so erhält man a? — Я = na, 
also ж = Я + na. 

Somit sind alle Zahlen, welche der Congruenz 

a!^ = Л (mod. p) 

genügen, durch die Form x = X'\-na, in welcher n eine 
beliebige ganze Zahl ist, vollständig bestimmt. Ertheüt 

»— 1 

man n in dieser Form Werthe, welche nach Modul 

а 

einander congruent sind, so erhält man für x Zahlen, 

welche nach dem Modul p— 1 einander congruent sind. 

Und umgekehrt : irgend zwei nach Modul incongrum- 

ten Werthen von n entsprechen incongruente Werthe von 
X = X '\- na. Davon überzeugen wir uns , indem wir be- 
merken, dass die Congruenz 

X-{-an = k-{'an' (mod. j)— 1) 

durch Subtraction von Я und Division beider Seiten und 
des Moduls durch а in 

w = w' f mod.^- — j 

übergeht. 
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Nach Modul sind aber alle Zahlen überhaupt 

beziehungsweise congruent irgend einer von den unter- 
einander incongruenten Zahlen 

0,1,2 -^-1; 

folglich sind alle durch die Form ж = А + an bestimmten 
Zahlen irgend einer der Zahlen 

Я, A + a; А +2«; ; A + a(^=^— l) 

nach dem Modul p — 1 congruent, während diese Zahlen 
selbst einander incongruent sind. 

Es werden daher alle Zahlen von der Form A + wa> 
d. h. alle die Congruenz 

a^ = Ä (mod. p) 
befriedigende Zahlen durch die Congruenzen 

a; = A; x = k-\-a] a; = A + 2a; ....; ж = А + а(^ Ij 

(mod. p — 1), 

welche sämmtlich von einander verscliieden sind, voll- 
ständig bestimmt. Dadurch ist unser Lehrsatz bewiesen. 



Beispiel. Bemerkt man, dass die Congruenz 

2* = 13 (mod. 17) 

durch X =s=zß befriedigt wird, während 8 die kleinste Zahl 
ist, welche die Congruenz 

2* = 1 (mod. 17) 
befriedigt, so schliessen wir, dass die Congruenz 

2^ = 13 (mod. 17) 

— g — = 2 Losungen hat, welche durch die Congruenzen 
ö 

ä; = 6; a? = 6 + 8 (mod. 16) 
dargestellt sind. 
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§ 36. lieber die Indices. 

Auf Grund des eben bewiesenen Lehrsatzes wird die 
АпгаЫ der Lösungen der Congruenz 

o* = J. (mod. p) , 

falls dieselbe überhaupt möglich ist, durch die Anzahl der 
Lösungen der Congruenz 

a^ = 1 (mod. p) 

bestimmt. Wir wollen jetzt den speciellen Fall betrach- 
ten, wenn die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

eine einzige Lösung besitzt; d. h., wie wir wissen, wenn 
p — 1 die Heinste Zahl ist, welche die letztgenannte Con- 
gruenz befriedigt. 

Li diesem Falle sagt man: 

„die Zahl а sei primitive Wureel der Trimeahl p^. 

Die betreffende Congruenz 

a* = J. (mod. p) , 

ist dann durch ihre eigenthümliche Eigenschaften und we- 
gen ihrer Anwendbarkeit besonders bemerkenswerth. Mit 
dieser besondern Congruenz wollen wir uns. jetzt be- 
schäftigen und beweisen in Bezug auf dieselbe folgenden 
Lehrsatz. 

46. Lehrsati8. Ist а primitive Wurzel von p und А 

nicht durch p theilbar^ so hat die Con^ 
gruene 

a^ =i А (mod. p) 
eine und nur eine Losung, 
Beweis. Nach der Beschaffenheit der primitiven 
Wurzel a, muss p — 1 die kleinste Zahl sein, welche die 
Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 
befriedigt. Li diesem Falle kann aber die Congruenz 

a* = -4 (mod. p) , 
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nach dem vorhergehenden Lehrsatze, entweder eine Lösung 
besitzen, oder gar keine. Wir wollen nun beweisen, dass 
Letzteres unmöglich ist, sobald Ä durch p nicht theilbar 
sein soll. 

Lassen wir nämlich, zu diesem Zwecke, zu, dass die 
Congruenz 

a^ =: Ä (mod. p) 

keine Lösung besitzt, während Ä kein Vielfaches von p 
sein soll. Es muss dann die Division von А durch p eine 
der Zahlen 

1, 2, . . . ., p — 1 

als Rest liefern; mit anderen Worten, es muss Ä einer 
dieser Zahlen nach dem Modul p congruent sein. Es mag 
r diese Zahl sein. Auf Grund von 

J. = r (mod. p) 

können die beiden Congruenzen 

a^ = J. (mod. p) und a^ "^r (mod. p) 

nur gleichzeitig möglich, oder unmöglich sein. Da nun 
nach der Annahme 

a* = -4. (mod. p) 
keine Lösung haben soll, so kann dann auch 

a^ =^r (mod. p) 

keine Lösung besitzen. 

Weil aber а relativ prim zu p ist, so können 

a^ a^, a^ . . . ., cß-^ 

nicht durch p theilbar sein; es muss daher jede dieser 
Potenzen irgend einer der Zahlen 

1, 2, 3, ... ., p — 1 

nach Modul p congruent sein. 

Daraus folgt, dass jede der p — 1 Zahlen 

0, 1, 2, , jp— 2 

irgend einer der Congruenzen 

a* = l; a^ = 2; a* = 3; . . . .; a* =jp— 1 (mod.i?) 

genügen muss. Eine darunter ist aber die Congruenz 



i 
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oF ^r (mod. jp) 

ist, welche keine Lösung haben soll, so müssen die i?— 1 
Zahlen 0, 1, 2, . . . ., p— 2 den übrigen jp— 2 Congruenzen 
genügen. Daraus folgt, dass mindestens eine dieser p — 2 
Congruenzen durch zwei von den Zahlen 0, 1, 2, . .. ., p — 2 
befriedigt werden müsste; was aber unmöglich ist, weil 
dieses heissen würde: eine dieser Congruenzen habe zwei 
Lösungen. 

Es ist somit die Annahme, die Congruenz 

a* = J. (mod. i>) 

habe gar keine Lösung, während А durch |) nicht theil- 
bar ist, unrichtig; und das war es ja, was wir beweisen 
wollten. 

Aus diesem Lehrsätze schliessen wir, dass wenn а 
eine primitive Wurzel von jp ist, die Congruenz 

a* = -4 (mod. jp) 

für jede durch 'g nicht theübare Zahl А eine Lösung be- 
sitzt , d. h. diese Congruenz wird durch eine Zahl befrie- 
digt, welche kleiner als i? — 1 und nicht kleiner als Null 
ist. Eine solche Zahl nennt man dann: den Index der 
Zahl A; die primitive Wurzel а nennt man in dieser 
Beziehung: die Basis der Indices. 

Eine Zahl x wird somit Index einer Zahl A, in Be- 
zug auf die Basis а sein, wenn x eine Zahl, welche klei- 
ner als p — 1 und nicht kleiner als Null ist und die Con- 
gruenz 

(f ^ А (mod. p) 

befriedigt, während die kleinste Zahl, welche die Con- 
gruenz 

a* = 1 (mod. p) 
befriedigt, p—1 ist. bi diesem Falle schreibt man: 

X = bid. A. 
Man findet somit Lid, A, indem man die Congruenz 

a* = J. (mod. p) 

löst und unter den Zahlen, welche dieselbe befriedigen, 

Tcbebyscheff, Zahlentheorie. 12 
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diejenige nimmt, welche Heiner als p — 1 und nicht klei- 
ner als Null ist. 

Wir werden also bei bestimmter Zahl а und bestimm- 
tem Modul p für jede Zahl Ä eine gewisse zugehörige 
Zahl als Index von Ä finden. 

Kennen wir umgekehrt 

Ind. Ä = X, 

so haben wir für die Bestimmung der Zahl Ä die Con- 
gruenz 

a^ = Ä (mod. p). 

Dadurch wird aber die Zahl Ä noch nicht vollständig be- 
stimmt; weil dieser Congruenz auch alle Zahlen, welche 
nach Modul p congruent Л sind , ebenfalls genügen ; dlk 
solche Zahlen haben somit einen und denselben Index. 

Indem uns also der Index einer Zahl Ä gegeben wird, 
erfahren wir nur eine Zahl, welcher Ä nach Modul p con- 
gruent ist; diese Zahl wird durch die Congruenz 

Ä = a^ (mod. jp) bestimmt, wenn x == Ind. Ä 
ist. 



Beispiel. Es sei jp = 7. Da die Congruenz 

3* = 1 (mod. 7) 

durch keine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 befriedigt wird, so 
ist 3 primitive Wurzel von 7. Wir nehmen nun 3 zur 
Basis und finden dann die zugehörigen Indices der Zahlen 

1, 2, 3, 4, 6, 6, 

und dieselben werden zugleich auch die Indices aller Zah- 
len sein, welche nach Modul 7 den erwähnten Zahlen 

1, 2, 3, 4, 6, 6 

congruent sind. 

Um zunächst den Index von 1 zu finden, haben wir 
die Congruenz 

3^ = 1 (mod. 7) 

zu lösen. Dieser Congruenz genfigt offenbar o; &&= 0; 
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folglich ist 

Ind. 1 = 0. 

Man überzeugt sich leicht, dass der Index von 1 im- 
mer sein wird, weil die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

für irgend welche а und p immer durch 

X = 
befriedigt wird. 

Um femer die Indices der Zahlen 

2, 3, 4, 5, 6 

aufzufinden, haben wir die Congruenzen 

3^ = 2; 3* = 3; 3* = 4; 3' = 6; 3* = 6 (mod. 7) 

zu lösen und unter den diese Congruenzen befriedigenden 
Zahlen diejenigen zu nehmen, welche Heiner als 7 — 1 = 6 
und nicht kleiner als Null sind. Dieses führt aber auf 
die Aufgabe, zu bestimmen, welche von den Zahlen 

3S 3«, 3», 3*, 3* 

einer der Zahlen 

2, 3, 4, 6, 6 

nach Modul 7 congruent ist. Da nun diese successiven 
Potenzen beziehungsweise die Zahlen 

3, 9, 27, 81, 243 

liefern, die bei der Division durch 7 die entsprechenden 
B.este 

3, 2, 6, 4, б 

ergeben, so erhalten wir 

З^^З; 3^ = 2; 3» = 6; 3* = 4; 3^ = 6 (mod. 7). 
Es ergiebt sich somit: 
Ind.3 = l; Ind.2 = 2; bd.6 = 3; bd.4 = 4; bd.6 = 6. 

Ordnet man diese Resultate nach den Zahlen, deren 
Indices gesucht werden, so erhält man die zugehörige 
Tabelle : 

Ind. 1 = 0; bd.2 = 2; bd.3 = l; Ind.4 = 4; 

Ind.6 = 5; Ind. 6 = 3. 

12* 
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Aus dieser Tabelle finden wir die Indices irgend wel- 
cher Zahlen A, welche relativ prim zu 7 sind, indem wir 
überlegen , dass irgend eine solche Zahl je nachdem sie 
nach Modul 7 einer der Zahlen 

1, 2, 3, 4, 6, 6 

congruent ist, sie auch mit der entsprechenden dieser 
Zahlen gleichen Index haben wird. — Um z. B. die Indi- 
ces von 20 und ( — 18) zu bestimmen, finden wir, dass 
diese Zahlen nach Modul 7 beziehungsweise den Zahlen 
6, 3 congruent sind; daraus folgt: 

bd. 20 = Ind. 6 = 3; 

bd. (—18) = bd. 3 = 1. 

Damit man die Zahlen aus ihren gegebenen Indices 
leichter finden kann, ordnen wir die obige Tabelle auch so : 

= lnd. 1; l = bd. 3; 2 = Ind. 2; 3 = bd. 6; 

4 = Ind. 4; б = Ind. 6. 

Aus dieser Tabelle findet man leicht, welche von den 
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 einen gegebenen Index besitzt. So 
finden wir z. B. dass der Index 3 der Zahl 6 zugehört, 
woraus wir schliessen, dass alle Zahlen, welche in Bezug 
auf den Modul 7 und die Basis 3 den Index 3 besitzen, 
nach Modul 7 congruent 6 sind. 



Aus der eben gegebenen Erläuterung erheUt, dass 
die Zusammenstellung solcher Tabellen gar keine weite- 
ren Schwierigkeiten hat, sobald die primitiven Wurzeln 
gefanden sind. Wie man aber die primitiven Wurzeln 
finden kann, das werden wir weiter unten zeigen; hier 
dagegen wollen wir uns mit einer Auseinandersetzung 
einiger wichtigen Eigenschaften der Indices beschäftigen, 
welche es möglich machen, die betreffenden ТаЬеПеп mit 
sehr grossem Vortheil für die Lösung vieler Aufgaben der 
Zahlentheorie zu gebrauchen. 

Am Schlüsse dieses Buches findet man Tabellen 
welche die Indices für alle Moduli, die kleiner als 200 
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sind, enthalten. Dieselben sind aus den Vorlesungen über 
algebraische und transcendente Analysis, des Herrn Ostro- 
gradsky, Mitgliedes der Akademie der Wissenschaften, 
entlehnt. 

Die ТаЬеПеп unter dem Buchstaben I (Index) dienen 
zur Bestimmung der Indices einer gegebenen Zahl; wäh- 
rend die ТаЬеПеп unter dem Buchstaben N (Numerus) 
dazu dienen, aus gegebenem Index die betreffende Zahl zu 
finden. In den einen, wie in den anderen Tabellen wird 
die gegebene Zahl (gleichviel ob Index, oder Numerus) 
zerlegt in Einer und Zehner ; die Einer findet man in der 
oberen Zeile und die Zehner in der äussersten linken Co- 
lonne und das Gesuchte (Numerus, oder Index) befindet 
sich in gleicher verticalen Colonne mit den Einern und 
gleicher horizontalen Zeile mit den Zehnern. 

Um z. B. den Index von 167 in Bezug auf den Modul 
193 zu finden, suchen wir in der mit I überschriebenen 
TabeUe für die Primzahl 193 in der oberen Zeile die Zahl 
7 (die Einer von 167) und in der äusserst linken Colonne 
die Zahl 16 (die Zehner von 167) auf; auf gleicher Hori- 
zontalen mit 16 und gleicher Verticalen mit 7 findet man 
101; diese ist der gesuchte Index von 167. 

Wollen wir umgekehrt, bei demselben Modul und der- 
selben Basis, diejenigen Zahlen finden, welche den Index 
101 haben, so suchen wir in der mit j^ überschriebenen 
Tabelle in der oberen Zeile die Zahl 1 (Einer des Index 101) 
und in der äusserst linken Colonne die Zahl 10 (Zehner 
von 101) und finden 167 als entsprechenden Numerus in 
der ТаЬеПе. Daraus schliessen wir, dass die Zahlen, 
welche den Index 101 haben nach Modul 193 congruent 
167 sind. 



§ 37. Ueber die Lösung binomischer Congruenzen mit Hülfe 

der Index -Tabellen. 

Wir wollen uns jetzt mit denjenigen Eigenschaften 
der Indices beschäftigen, auf welchen der Gebrauch der 
Tabellen beruht. 
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46. Lehrsatis, jFwr den Modul p ist der Index eines 

Productes mehrerer Zahlen congruent 
der Summe ihrer Indices nach Modul 

p-i. 

Beweis. Es mögen A, Д C, .... gegebene ZaHen 
und i, i\ i", .... ihre entsprechenden Indices in Bezug auf 
den Modul p und auf die Basis о sein. Nach der Defini- 
tion des Index erhalten wir: 

a' = Ä] o**' = J?; a*" = C] ; (mod.i?). 

Multiplicirt man diese Congruenzen gliedweise mit einan- 
der, so findet man 

а«Ч-*Ч-"+... ^ABG... (mod.!?). 

Ist nun I der Index des Productes ABC ... ., so hat 
man 

a^ = ABC . . . . (mod. p) , 

folglich, in Verbindung mit der vorhergehenden, 

a*+»'+«"+... = a^(mod.p), 
woraus nach Division durch a^: 

a'+»'+«"+"— ^=1 (mod.i>). 
Die Zahl 

genügt somit der Congruenz 

a* = 1 (mod. p) , 

was nach Lehrsatz 43 beweist, dass diese Zahl ein Viel- 
faches sein muss von derjenigen Meinsten Zahl, welche die 
letztgenannte Congruenz befriedigt; dieselbe kann nun, 
nach der Definition der primitiven Wurzel, keine andere 
als p — 1 sein. 

Die Differenz г + ^4- *"+...—! ist also durch p—1 
theilbar; diese Thatsache wird aber durch die Congruenz 

I=i + i'+r+... {mod.p-1) 
ausgedrückt, was zu beweisen war. 
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Beispiel. In Bezug auf den Modul 199 und die 
Basis 127 finden wir: 

bd. 2 = 194, 
Ind. 5 = 6, 
bd. 19= 11, 

folglich: • . 

bd.2.6.19 = bd.l90=194 + 6 + ll; bd.l90 = 211 

(mod. 198). 

Bemerken wir, dass die Zahl, welche kleiner als 198 und 
nach Modul 198 congruent 211 sein soll, 13 wird, so 
schliessen wir daraus, dass 

bd. 190 = 13 

ist ; welches sich auch in der Tabelle bestätigt findet. 

Auf diese Weise kann man immer den Index einer 
zusammengesetzten Zahl finden, sobald die Indices ihrer 
Primzahl-Factoren gegeben sind. 



Als speciellen Fall, finden wir in dem oben bewiese' 
nen Lehrsatze noch folgenden 

Zusatz;. Der Index einer Potenz ist nach Modul p-^l 

dem Froducte aus dem Exponenten und dem 

Index der Wurzel congruent. 
Denn, nimmt man in der oben gefundenen Formel 

Ind. Л J5C = bd. 4 + bd.-B + bd.C + 

(mod. p — 1) 

an, es sei n die Anzahl der darin auftretenden Zahlen 
J., J5, 0, .... und setzt J. = J5 »» С «=.•.., so findet 
man: 

Ind. -4." = n Ind. А (mod. p — 1). 



Beispiel. In Bezug auf Modul 199 findet man: 
Ind. 2» = 3 Ind. 2 (mod. 198). 
Da nun Ind. 2 = 194 ist, so wird 

bd. 2» s 3 . 194 s 582 (mod. 198) , 
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oder, wenn man die Zahl aufsucht, welche kleiner als 198 
und nach Modul 198 congruent 682 ist, 

bd. 2» = 186, 

wie man es auch durch die Tafel bestätigt findet. 



47. Lehrsatz. Befriedigt x die Gmgrmnz 

Ao(^ = J5 (mod. jp) , 

wobei А und В durch p nicht theilbar 
sind, während p eine Primzahl ist^ so 
befriedigt der Index von x die Gon- 
gruenz 

п.ЪЛ,х = Ind. В — Ind. J. (mod.p— 1). 

Beweis, Da zwei Zahlen, welche nach Modul jp ein- 
ander congruent sind, in Bezug auf denselben Modul glei- 
chen Index haben, so folgt aus der Congruenz 

Aa^ = В (mod. p) 
auch 

Ind.(AÄJ»») = Ind.5. 

Nach obigem Lehrsatze ist aber 

Ind. Ax"^ = Ind. А + Ind. ж^ (mod. р^-Л) 
und 

Ind. ÄJ** = w . Ind. X (mod. p — 1) , 
folglich ist: 

Ind. А -\- n. Ind. X = Ind. В (mod. p — 1) , 
woraus sich 

n Ind. X = Ind. В — Ind. А (mod. p — 1) 

ergiebt, w. z, b. w. 

Auf Q-rund dieses Lehrsatzes kann man leicht alle 
Congruenzen von der Form 

Ax^ = В (mod. p) 

losen , wenn p Primzahl ist und А , wie В durch p nicht 
theilbar. 

Dahin gehören, als specielle Fälle, alle Congruenzen 
ersten Q-rades (für w := 1) ; die Congruenz zweiten Grades 
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x^ = q (mod. p) 

(für w == 2 und J. = 1 ; В = q) und alle binomische Con- 
gruenzen. 

Wir beginnen mit der Anwendung des Lehrsatzes 
auf die Lösung der Congruenzen ersten Grades. 

Lautet die gegebene Congruenz 

Äx = В (mod. p) j 

so hat man nach dem vorhergehenden Lehrsatze: 

Ind. X = Ind. В — Ind. Л (mod. p — 1). 

Da nun der Index von x nicht kleiner als Null und nicht 
grösser als p—2 sein kann, so finden wir aus dieser Con- 
gruenz für Ind. o; einen bestimmten Werth, indem man die 
kleinste positive Zahl aufsucht, welche der Zahl Ind. В — 
Ind. -4 nach Modul p — 1 congruent ist. Haben wir nun 
den Ind. von x gefunden, so werden wir in der Tabelle 
eine Zahl (Numerus) finden, welcher x nach Modul p con- 
gruent ist und dieses wird eben die gesuchtste Lösung der 
Congruenz 

Ax = В (mod.jp) 
sein. 



Beispiel. Um die Lösung der Congruenz 

10 0? = 9 (mod. 11) 
zu finden, haben wir: 

bd. X = Ind. 9 -- bd. 10 (mod. 10). 
In der zur Primzahl 11 gehörigen Tabelle finden wir: 

bd.J 9 = 6, 
bd. 10 = 6, 

also Ind. 9 — Ind. 10 = 1 ; folglich ist 
Ind. a? = 1 (mod. 10) 
und mithin auch bestimmter: 

Ind. X = 1. 
In der entsprechenden Tabelle für den Numerus findet 
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man, dass dem Index 1 der Numerus 2 entspricht; dem 
Ind. X = 1 entspricht also д? = 2, folglich ist 

x = 2 (mod. 11) 

die Lösung der Congruenz 

10 ж = 9 (mod. 11). 



Was nun die Losung der Congruenz zweiten Grades 
von der Form 

a?* = 2 (mod. p) 

betrifft, so erhält man nach der obigen allgemeinen Formel 

2 . Ind. X = Ind. q (mod. p — 1). 

Nehmen wir hier an, es sei p ungerade, so bemerken 
wir, dass der Coefficient von Ind. д? und der Modul durch 
2 theilbar sind ; daraus schliessen wir, auf Grund des Lehr- 
satzes 18, dass die Congruenz \ 

2 . Ind. X = Ind. q (mod. p) 
und somit auch die Congruenz 

я;* = 2 (mod.jp) т .v . 

überhaupt keine Lösung haben kann, wenn q durch 2 nicht 
theilbar ist. 

bn entgegengesetzten Falle wird die Congruenz 

2 . Ind. X = Ind. q (mod. p — 1) 

nach Lehrsatz 19 zwei Lösungen haben ; es werden sich 
also 2 Zahlen in der Reihe 

0, 1, 2, . . . ., p-2, 

finden, welche der Congruenz genügen. Diese Zahlen 
werden dann die Werthe von Ind. x sein und ihnen ent- 
sprechen zwei Lösungen der Congruenz 

0?^ = g (mod. p). 



Beispiel. 1) Wir wollen die Lösungen der Con- 
gruenz 

a?8 s 10 (mod. 101) 
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aufsuchen. Dazu haben wir die Lösungen von 

2 . Ind. X = bd. 10 (mod. 100) 
aufzufinden. Nach der Tabelle finden wir 

bd. 10 = 25, 

also durch 2 nicht theilbar. Die Congruenz hat somit 
keine Lösung. 

Sucht man den Werth des iegrendfer'schen Symbols 

(iTvr) ^^ bestimmen, so findet man in der That: 

woraus die Unmöglichkeit der Congruenz 

x^ = 10 (mod. 101) 
erhellt. 



2) Es sei die Congruenz 

x^ = 30 (mod. 107) 
gegeben. Die Lösung dieser Congruenz wird auf die von 

2 Ind. X = Ind. 30 (mod. 106) 

zurückgeführt. 

Nach der zur Primzahl 107 zugehörigen Tabelle ist 

bd. 30 = 80, 

also eine gerade Zahl; folglich hat die Congruenz zwei 
Lösungen. 

Indem man nun findet, dass die kleinsten Zahlen, 
welche die Congruenz 

2 . bd. я? = 80 (mod. 106) 
befriedigen 40 und 93 sind, erhalten wir die zwei Werthe 

Ind. Л? = 40 und Ind. ж = 93. 

Diese Indices entsprechen aber den Zahlen 

64 und 4S, 
folglich sind 

a?s64; ÄJs43 (mod. 107) 
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die Lösimgen der Congruenz 

x^ = 30 (mod. 107). 



Wir wenden uns endlich zur Lösung der binomischen 
Congruenzen von der Form 

x^ ^ В (mod. p). 

Nach dem vorhergehenden Lehrsatze wird die Lösung 
dieser Congruenz auf die Congruenz 

n Ind. X = Ind. В (mod. p — 1) 

zurückgeführt. 

Nach Lehrsatz 18 ist die letzte Congruenz unmöglich, 
wenn der grösste gemeinsame Theüer von n und p — 1 
kein Theiler von Ind. В ist ; in diesem Falle hat also 
auch die Congruenz 

x"^ = В (mod. p) 
keine Lösung. 

Ist dagegen der grösste gemeinsame Theiler von n 
und p — 1, welcher mit со bezeichnet werden möge, auch 
ein Theiler von Ind. JB, so hat die Congruenz 

n . Ind. X = Ind. В (mod. p — 1), 

nach Lehrsatz 19, cd Lösungen. Daraus erhält man dann 
CO verschiedene Werthe von Ind. ж und somit auch со Lö- 
sungen der Congruenz 

aj« = JB (mod. p). 

Dieses alles wird auch durch Lehrsatz 38 bestätigt, 
nach welchem eine Congruenz von der Form 

af^ ^ В (mod. p) 

entweder gar keine Lösung besitzt, oder sie besitzt so 
viele Lösungen, als Einheiten in dem grössten gemeinsa- 
men Theiler von n und p — 1 vorhanden sind. 



Beispiele. 1) Es sei gegeben die Congruenz 

лг12 = 17 (mod. 127). 
Wir leiten aus dieser Congruenz folgende: 
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12 . bd. я; = Ind. 17 (mod. 126) 

her und suchen in der zur Primzahl 127 gehörigen Tabelle 
den Index von 17 auf. 

Indem wir nun finden: 

bd. 17 = 118 

und da 118 durch den grössten gemeinsamen Theiler von 
12 und 126, nämlich durch 6 nicht theilbar ist, überzeugen 
wir uns, dass die Congruenz 

12 Ind. X = Ind. 17 (mod. 126) 

und somit auch die Congruenz 

a:" = 17 (mod. 127) 
keine Lösung hat. 



2) Es sei die Congruenz 

rr" = 38 (mod. 127) 

gegeben. Aus dieser Congruenz erhalten wir 

12 bd. a; = bd. 38 (mod. 126). 

In derselben Tabelle, wie im vorigen Beispiel, finden wir 

bd. 38 = 60. 

Da nun 60 durch den grössten gemeinsamen Theiler 6 
von 12 und 126 theilbar ist, so hat die Congruenz 

12 bd. ä; = 60 (mod. 126) 

6 Lösungen. Diese Lösungen finden wir nach Lehrsatz 19, 
indem wir beide Seiten und den Modul der letzten Con- 
gruenz durch 6 dividiren. Dadurch erhalten wir : 

2 bd. ж = 10 (mod. 21). 

Wir finden aber, dass 5 die kleinste Zahl ist, welche 
dieser Congruenz genügt. Daraus ergeben sich die 6 Lö- 
sungen der Congruenz 

12 bd. ж = 60 (mod. 126) 
in der Gestalt: 

Ind.a; = 6; Ind.a? = 26; Ind. ж = 47; Ind. л? = 68; 
bd. Я? = 89 ; bd. л; = 110 (mod. 126). 



190 
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Aus diesen Congruenzen ergeben sieh folgende 6 Werthe 
für Ind.a:, nämHch: 

Ind.a?=6; 26; 47; 68; 89; 110 

und diesen Werthen von Ind.o; entsprechen in der zuge- 
hörigen Tabelle die Numeri 

ж = 65; 30; 92; 62; 97; 35. 

Folglich sind 

X = 66; a; = 30; a; = 92 ; a: = 62 ; ж = 97; а; = 35 

(mod. 127) 

die Lösungen der Congruenz 

ж" = 17 (mod. 127). 



§ 38. Eigenschaften der primKiven Wurzeln. 

"Wir gehen jetzt zu der Bestimmung der primitiven 
Wurzeln über und wollen zunächst den Hilfssatz beweisen. 

Hilfssatz. Jede eu p rdative Primzahl a, die keiner 

der Congruenzen 

a"^ = l 



а Y 



= 1 



= 1 



(mod. p) 



genügt^ wenn a, /J, y, .... die in p — 1 
enthaltenen PrimzaMfactoren bedeuten ^ ist 
primitive Wurzel von p. 
Denn, nach der oben gegebenen Definition, ist eine 
Zahl а primitive Wurzel von p, wenn der Congruenz 

a* s 1 (mod. p) 
keine Heinere Zahl als p — 1 genügt. Wir wollen nun 
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beweisen, dass dieses unter unseren gemachten Vorausset- 
zungen wirklich der Fall ist. Zu diesem Zwecke wollen 
wir das Gregentheil zulassen und zeigen, dass eine solche 
Zulassung auf einen Widerspruch fahrt. 
Wird die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

durch eine Zahl x <zp—l befriedigt, so wird nach Lehr- 
satz 42 auch die Congruenz 

a«** = 1 (mod. p) 

stattfinden, wobei со den grössten gemeinsamen Theiler 

von X und p — 1 bedeutet, so dass jedenfaHs со <: p — 1 ist. 

t>— 1 
Der Bruch wird dann eine ganze Zahl sein, welche 

CO ' 

1 übertrifft. Diese Zahl kann aber nur diejenigen Prim- 
zahlfactoren a, /3, y, . . . . enthalten, welche in p — 1 ent- 
halten sind. Folglich muss eine der Primzahlen ск, /3, y, . . . . 

p 1 

ein Theiler des Quotienten sein ; mag diese Primzahl 

, , , t) 1 

ß sein und der Quotient der Division von durch ß 

»_1 о ^ 

mag mit q bezeichnet werden. Aus ^ = q erhalten 

юр 

wir: 

jp-1 

Erhebt man nun beide Seiten der Congruenz 

a®* = 1 (mod. p) 

zur pten Potenz und setzt für (oq seinen aus der letzten 
Gleichung erhaltenen Werth, so erhält man: 

Eni 
о *^ = 1 (mod. p) , 

was der Voraussetzung widerspricht. 

Es kann somit keine Zahl x <: p — 1 die Congruenz 

a* = 1 (mod. p) 

befriedigen ; es ist daher а eine primitive Wurzel von p^ 
was wir beweisen wollten. 

Auf Grrund dieses Hilfssatzes, beweisen wir folgenden 
Lehrsatz. 



1 



192 Kap. VI, § 88. 39. 

48. Lehrsatz. Besteht für а keine der Congrueneen 

x^'=a] x^ ^ a; x^ = a; . . . . 

(mod. p) , 

wenn a, j3, ^, . . . . in p — 1 enthal- 
tene Primmhlfactoren bedeuten ^ so ist 
а primitive Wureel von p ; im entge- 
gengesetzten Falle ist а keine primitive 
Wurzel. 
Beweis. Nach Lehrsatz 38 folgt aus der Unmög- 
lichkeit der Congruenzen 

ic« = а , Ä?/* = a; л;>' = a, .... (mod. p)^ 

wenn die Primzahlen a, /3, y, . . . . Theiler von j)— 1 sind, 
dass keine der Congruenzen 

p — 1 j?— 1 p — 1 

a" =l;a'' =l;a^=l;.... (mod. p) 

eine Lösung besitzen kann, bi diesem FaHe ist aber ]а, 
nach dem vorhergehenden Hilfssatze, eine primitive Wur- 
zel der Zahl p. 

Im entgegengesetzten Falle, wenn irgend eine der 
Congruenzen 

л;« = а; x^=.a] x^ — a; .... (mod.^?) 

stattfindet, so wird auch eine der Congruenzen 

p— 1 p—l p—l 

а ^ =1; «'' =1; ^ ^ =1; «... (mod. p) 

stattfinden und die Zahl а ist daher keine primitive 
Wurzel. 



§ 39. Ueber die Auffindung der primitiven Wurzeln. 

Auf Grund des vorhergehenden Lehrsatzes können 
wir nun leicht alle diejenigen Zahlen aus der Eeihe 

1, 2, 3, . . . ., p—l 

bestimmen, welche keine primitiven Wurzeln sind. Es 
ist nämlich, wie wir gesehen haben, а dann und nur dann 
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keine primitive Wurzel von p, wenn irgend eine der Con- 
gruenzen 

ж« = а ; x^ = a; ж^ = а ; .... (mod. p) 

eine Lösung besitzt. Dieses heisst aber mit anderen Wor- 
ten, wenn eine der Congruenzen 



1« = а ; 2« = а 
l/»=a; 2ß=a 
ly = a; 2Y = a 



3" = а ; .... 
3ß = a] .... 
Зу = а ; .... 



(p-iy = а 
(p—iy = а 
(jp—l)Y = а 



(mod. p) 



befriedigt wird. FolgUch erkennen wir, dass а dann und 
nur dann keine primitive Wurzel sein wird, wenn а einer 
Zalilen 



1«; 


2«; 


3«; 


l^i 


21»; 


i З/»; 


ir 


; 2" 


; 3r; 



. . . .; b— 1)«; 
. . . .; 0— 1)^• 
. . . .; (p— 1)^• 



nach Modul p congruent ist. 

Unter den Resten, welche die Division dieser Zahlen 
durch p ergiebt , findet man daher alle diejenigen Zahlen, 
welche kleiner als p und keine primitiven Wurzeln von p 
sind. Lässt man diese Zahlen in der Reihe 

1, 2, 3, . . . ., p — 1 

weg^ so erhalt man alle diejenigen primitiven Wurzeln von p 
wdche Meiner als p sind. 

Was nun die Zahlen betrifft, welche grösser als p sind 
und die Eigenschaft der primitiven Wurzel haben, so ist 
es leicht einzusehen , dass • dieselben den ebengeftindenen 
nach dem Modul p congruent sein werden ; und wir wer- 
den uns daher dabei nicht weiter aufhalten, weil diese 
übrigen Zahlen uns kein besonderes Interesse bieten. 

Und so werden wir, indem wir von der Anzahl der 
primitiven Wurzeln von p sprechen, immer nur diejeni- 
gen darunter verstehen, welche kleiner als p sind. 

Beispiel. Wir woHen die eben auseinandergesetzte 
Methode auf die Aufsuchung aller primitiven Wurzeln der 
Primzahl 13 anwenden. 



Tohebyscheff, Zahleniheorie. 



13 
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Da in 13 — 1 die PrimzaHfactoren 2 und 3 enthalten 
sind, so werden unter den ZaHen der Reihe 

1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 

alle diejenigen, welche nicht bei der Division der Zahlen 

V, 2«, 3«, 4«, б^ 6«, 72, 8«, 9«, 10», IV, 12», 
1», 2», 3», 4», 6», 6», 7», 8», 9», 10», 11», 12» 

durch 13 als Eest sich ergeben, primitive Wurzeln von 
13 sein. 

Die Division von 

1«, 2^ 3«, 4^ 6», 6», 7^ 8», 9«, 10«, 11«, 12« 
durch 13 liefert nun beziehungsweise folgende Reste: 

1, 4, 9, 3, 12, 10, 10, 12, 3, 9, 4, 1, 
während aus der Division von 

1», 2», 3», .4», 6», 6», 7», 8», 9», 10», 11», 12» 
durch 13 sich beziehungsweise die Reste 

1, 8, 1, 12, 8, 8, 5, 5, 1, 12, 6, 12 

ergeben. Lässt man nun in der Reihe 

1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 
alle die gefandenen Reste 

1, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12 

weg, so verbleiben die Zahlen 

2, 6, 7, 11 
als primitive Wurzeln von 13. 



§ ^. Zweite Methode zur Aufündung der primitiven Wurzeln. 

Die im vorigen Paragraphen gegebene Methode zur 
Auffindung der primitiven Wurzeln, welche dadurch be- 
sonders bemerkenswerth ist, dass sie aUe primitive Wur- 
zeln zugleich liefert, wird practisch fast unausführbar, 
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sobald man die primitiven Wurzeln einer bedeutend gro- 
ssen Zahl sucht. In diesem Falle pflegt es leichter zu 
sein, eine primitive Wurzel ausfindig zu machen (was für 
unseren Zweck, wie wir sehen werden, vollständig hin- 
reicht) und zwar dadurch, dass man verschiedene Zahlen 
zu potenziren versucht, um diejenige ausfiindig zu machen, 
die nach dem Modul jp, in Bezug auf welchen wir eben 
die primitive Wurzel suchen, der 1 congruent ist. 

Wenn wir bei der successiven Erhebung einer Zahl а 
zu den Potenzen 1, 2, 3, ... . bis zu afi^^ gelangen, 
ohne darunter eine zu fiinden, welche nach dem Modul p 
congruent 1 wäre, so erhalten wir in а eine primitive 
Wurzel von p. rinden wir dagegen, dass 

a* = 1 (mod. p) 

ist für n <z p — 1, so überzeugen wir uns , dass а keine 
primitive Wurzel ist. In dem letzteren Falle suchen wir 
dann eine Zahl, deren niedrigste Potenz, welche nach 
Modul p congruent 1 ist, grösser als n wird. Eine solche 
Zahl können wir aber immer finden, indem wir in folgen- 
der Weise verfahren. 

Wir greifen aus der Reihe 

X^ a, u, • • • •} P — -L 

eine solche Zahl heraus, welche von den Hosten der Di- 
vision von 

a*, a^ a', . . . ., a^ 

durch p verschieden ist und suchen die niedrigste Potenz 
dieser Zahl auf, welche nach Modul p der Einheit con- 
gruent ist. 

Es mag die von uns gewählte Zahl Ъ sein und ihre nie- 
drigste Potenz, welche nach dem Modul p congruent 1 wird, 
sei die wte. Man kann sich leicht überzeugen, dass m 
weder gleich w, noch ein Theiler von n sein kann. Denn 
in jedem dieser Fälle würde die Zahl Ъ die Congruenz 

&•• = 1 (mod. p) 

befriedigen, was nach dem 37ten Lehrsatze nicht möglich 
ist, wenn b** nach Modul p nicht einer der Zahlen 

13* 
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et j и j • • • »j W 

congruent wäre, während n die Heinste Zahl bedeutet, 
welche die Congruenz 

a* = 1 (mod. ^?) 

befriedigt. Daher muss m, entweder grösser als n sein 
und somit 6 dann eben die gesuchte Zahl sein wird, 
deren niedrigste Potenz, welche congruent 1 ist, n über- 
trifft, oäer m enthält, falls w <c w, einen Factor, welcher 
kein Theiler von n ist. Im letzteren Falle können wir 
vermittelst der Zahlen 

leicht eine Zahl finden, deren niedrigste Potenz, welche 
congruent 1 wird, grösser als n ist. 

Zu diesem Zwecke suchen wir den grössten gemein- 
samen Theiler о von m und n auf und zerlegen denselben 
so in zwei Factoren ж und 9, dass die Zahlen 

— und — 

ZU einander relativ prim werden (*). Nehmen wir dann 
die Zahl a^ 6^, oder eine ihr nach Modul p congruente 
Zahl, so wird dieselbe so beschaffen sein, dass die nie- 
drigste Potenz derselben, welche congruent 1 wird, grö- 
sser als n ist. Um uns davon zu überzeugen, wollen wir 
beweisen, dass wenn 

c^c!4^\ c^=l (mod.^) 
ist, dann — ein Theiler von "N sein muss ; dadurch wird 



i^) Um eine solche Zerlegung des grössten gemeinsamen Tbeilers ш 
zweier Zahlen m und n zu erwirken, zerlegen wir zunächst ш in seine 
Primzahlfactoren und nehmen für n diejenigen Primzahlfactoren, deren 
Exponenten in ш nicht niedriger, als die betreffenden in n sind; ganz 
analog nehmen wir für q diejenigen Primzahlfactoren, deren Exponen- 
ten in ш nicht niedriger sind, als die entsprechenden in m. Was nun 
die Primzahlfactoren betrifft, deren Exponenten in m sowohl, als in n, 
und somit auch in ш, dieselben sind, so bleibt es ganz gleichgültig, ob 
man dieselben in n oder in ^ aufnimmt. 
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bewiesen sein, dass die niedrigste Potenz N von c, welche 
congruent 1 wird, wirklich grösser als n ist. Denn 
jtQ s=s СЭ muss, als gemeinsamer Theiler von m und w, wo- 
bei m kein Theiler von n ist, jedenfalls kleiner als m 

sein , folglich wird w . — > w und umsomehr N > n, 

nm яд 

wenn — ein Theiler von N sein soll. 

^Q . mn . . 

Um nun zu beweisen, dass JV durch — theilbar ist, 

sobald 

c^ = 1 ; с = аГЫ (mod. p) , 

bemerken wir, dass die Elimination von с aus diesen bei- 
den Congruenzen die Congruenz 

ergiebt. Erhebt man jene Congruenzen zu den Potenzen 
— und — , so erhält man: 

^nN ^n ^^. ^g b^^N=i (mod.i?). 

Wir wissen aber, dass m und n die Congruenzen 

a** = 1 ; 6»» = 1 (mod. p) 

befriedigen; die Verbindung dieser letzteren mit den vor- 
hergehenden Congruenzen ergiebt daher 

ng^ mn^ 

6" =1; a^ =1 (moA.p). 

Aus diesen beiden Congruenzen kann man nach Lehr- 
satz 43 schliessen , dass — N durch m theilbar ist und 

ШЛ ^ 

ebenso, dass — N durch n theilbar sein muss ; weil n und 



m als die kleinsten Zahlen vorausgesetzt waren, welche 
beziehungsweise den Congruenzen 

a* = l; 6^ = 1 (mod. 2?) 

Genüge leisten. Die Theilbarkeit von -^ N durch m und 
N durch n setzt aber voraus, dass 
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ganze Zahlen seien. Es muss also die Zalil JV— durch — 
und zugleich N— durch — theilbar sein, während — und 
— relativ prim zu einander sind. Es ist dieses daher nur 

möglich, wenn N sowohl durch — , als auch durch — theil- 

p mn ^ . 

bar ist und folglich auch durch das Product — , was wir 

zu beweisen hatten. 

Zu einer Zahl, deren niedrigste Potenz, welche nach 
Modul p congruent 1 wird, w ist, während n <: p — 1, kön- 
nen wir also immer eine solche Zahl ausfindig machen, 
deren niedrigste Potenz, welche congruent 1 wird, grösser 
als n ist. Wiederholen wir nun das angegebene Verfah- 
ren eine genügende Anzahl mal, so müssen wir endlich 
(jedenfalls nach einer endlichen Anzahl von Wiederholun- 
gen) zu einer Zahl gelangen, deren niedrigste Potenz, 
welche nach Modul p congruent 1 ist, nicht kleiner als 
p — 1 sein wird. Eine solche Zahl wird eben eine primitive 
Wurzel der Zahl p sein. 



Beispiele» 1) Wir wollen nach dieser Methode eine 
primitive Wurzel der Primzahl 17 aufsuchen. 

Wir versuchen zuerst, ob nicht die Zahl 2 (die kleinste, 
welche wir nehmen können) primitive Wurzel von 17 ist. 
Dividiren wir 

2, 2«, 2», 2*, 2^ 2«, 2\ 2», 

durch 17, so erhalten wir die zugehörigen Reste 

2, 4, 8, 16, 16, 13, 9, 1, 

Indem wir so bereits bei der Division von 2® durch 
17 zum Reste 1 gelangen, brechen wir, in der Ueberzeu- 
gung, dass 2 keine primitive Wurzel von 17 ist, die Di- 
visionen hiermit ab. Darauf nehmen wir eine andere Zalüj 



г 
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welche kleiner als 17 und nicht unter den früher gefan- 
denen Eesten 

2, 4, 8, 16, 15, 13, 9 

enthalten ist und probieren ob nicht diese primitive "Wur- 
zel sei. Die kleinste der möglichen Zahlen ist 3 und in- 
dem wir die successiven Potenzen von 3 

3, 3«, 3», 3*, 3», 3«, 3^ 38, 3^ 3^^ 3», 3", 3", 3^S 3^5 

durch 17 dividiren und die zugehörigen Keste 

3, 9, 10, 13, 6, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 

finden, überzeugen wir uns, dass 3, erst zur 16ten Potenz 
erhoben, nach Modul 17 congruent 1 wird und somit 3 
wirklich eine primitive Wurzel von 17 ist. 



2) Als zweites Beispiel wählen wir die Primzahl 73, 
um eine primitive Wurzel derselben ausfindig zu machen. 
Wir fangen wiederum das Probieren mit der kleinsten 
Zahl 2 an. Indem wir nun die successiven Potenzen 

2 98 98 94 95 96 97 98 99 

durch 73 dividiren und die zugehörigen Reste 

2, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 37, 1 

finden, überzeugen wir uns, dass bereits 2^ congruent 1 
nach Modul 73 wird und somit 2 keine primitive Wurzel 
von 73 ist. 

Indem wir nun bemerken, dass unter den erhaltenen 
Eesten 

2, 4, 8, 16, 32, 64, 65, 37 

sich die nach 2 kleinste Zahl 3 nicht befindet, so nehmen 
wir jetzt das Probieren mit der Zahl 3 vor. Die Divi- 
sion von 

3, 3«, 3», 3*, 3^ 36, 3^ 38, 3», 3^«, 3", 3»«, • . • . 
durch 73 ergiebt die Reste 

3, 9, 27, 8, 24, 72, 70, 64, 46, 65, 49, 1, ... . 
und zeigt somit, dass bereits 
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3^2 = 1 (mod. 73) • 

und folgKch auch 3 keine primitive Wurzel von 73 ist. 
Da aber die ZaHen 2 und 3 die Congruenzen 

2» = 1; 3*2 = 1 (mod. 73) 

ergeben, so können wir nach der oben auseinandergesetzten 
Methode leicht eine Zahl componiren, deren niedrigste 
Potenz, welche nach Modul 73 congruent 1 wird, jeden- 
falls grösser als 12 sein muss. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass der grösste 
gemeinsame Theiler von 9 und 12 die Primzahl 3 is^, 
welche in 12 in erster Potenz und in 9 in zweiter Potej(z 
enthalten ist. Um daher die Zerlegung von 3 in z^ei 
Factoren л und q so zu bewirken, dass 

9 ,12 

— und — 

ж Q 

relativ prim zu einander werden , nehmen wir л = 1 ; 
Q = 3, Es wird infolgedessen 

24 3» = 64 

eine Zahl sein, deren niedrigste Potenz, welche congruent 
1 nach Modul 73 ist, jedenfalls grösser als 12 sein muss. 
Die Division der successiven Potenzen von 64 

64, 542, 64», 64*, 64^ 64«, 64^ 64», 64^ 64^^ 64", 64^^ 
64", 64>S 64^^ 64^e, 64*^ 64^8, 64^», 64»«, 64", 64*^ 64", 
642*, 6425, 64^6, 64", 64^8, 64^», 6480, 64", 6482, 5433^ 5434^ 

6485, 5433 

ergiebt die Reste 

64, 69, 3, 16, 61, 9, 48, 37, 27, 71, 38, 8, 
67, 41, 24, 66, 60, 72, 19, 4, 70, 67, 12, 64, 
26, 36, 46, 2, 36, 66, 6, 32, 49, 18, 23, 1, 

woraus wir ersehen, dass 36 die kleinste Zahl ist, welche 
der Congruenz 

64* = 1 (mod. 73) 

G-enüge leistet. 

Bei der Fortsetzung des Probierens müssen wir jetzt 
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eine ZaH nehmen, welche sich nicht unter den bereits ge- 
fandenen Resten befindet. Die kleinste unter den noch 
übrig bleibenden Zahlen ist 5 und indem wir die Zahl 5 
zu allen successiven Potenzen, bis zur 72ten erheben und 
keine Zahl finden, welche nach Modul 73 congruent 1 
wäre, überzeugen wir uns, dass die kleinste Zahl, welche 
der Congruenz 

6^ = 1 (mod. 73) 

genügt, 72 ist. Dadurch ergiebt sich б als primitive 
Wurzel von 73. 



Auf diese Weise finden wir eine der primitiven Wur- 
zeln einer beliebigen Primzahl. Ist aber eine primitive 
Wurzel einer Zahl p gefunden , so kann man leicht auch 
alle übrigen aufstellen. 

Es mag, in der That, а die gefundene primitive 
Wurzel von p sein, während a, /3, y, . . . . von einander 
verschiedene, in p — 1 enthaltene Primzahlfactoren sein 
mögen. Ist dann Ä eine primitive Wurzel von p, so darf, 
nach Lehrsatz 48, keine der Congruenzen 

x^ = Ä; rcl* = J. ; a?y ^ J. ; . . . . ; (mod. p) 

eine Lösung besitzen. Aus diesen Congruenzen folgt aber: 

а Ind. .a; = Ind. Ä] /3Ind.a? = Ind. Ä] у Ind. ж — Ind. J. ;....; 

(mod. p — 1) 

und weil a, /3, y, .... in p — 1 enthaltene Primzahlfacto- 
ren sind, so ist die Unmöglichkeit der letzten Congruen- 
zen in der TJntheilbarkeit von Ind. Ä durch a, j8, y, . . . . 
enthalten. Mit anderen Worten, die Unmöglichkeit dieser 
Congruenzen , ist dadurch bedingt , dass Ind. Ä zu p — 1 
relativ prim ist. Nehmen wir nun als Basis des Index 
die von uns bereits geftmdene primitive Wurzel a, so ist 

Ä = a^»d,i (mod.p). 

Daraus folgt, dass jede primitive Wurzel von p, nach 
Modul p congruent ist unserer primitiven Wurzel a, er- 
hoben zu einer Potenz, deren Exponent relativ prim zu 
p — 1 ist. 
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Beispiel. Es ist leicht alle primitiven Wurzeln von 
17 herzuleiten, sobald die eine primitive Wurzel 3 ge- 
funden ist. 

Man erhält nämlich alle primitiven Wurzeln aus den 
Congruenzen 

x = 3, x = 3^; x = 3^; x = 3^] x = 3"; x = 3^«; x = 3" 

(mod. 17), 
woraus erhellt, dass 

3, 10, 11, 14, 7, 12, 6 

sämmtliche primitive Wurzeln von 17 sind. 



§ 41. Ueber die Anzahl der primitiven Wurzeln. 

Auf Grund der ebenauseinandergesetzten Methode zur 
Auffindung der primitiven Wurzeln ergiebt sich die 

Folgerung, In der Beihe der Zahlen 

1, 2, . . ., p—1 

befinden sich genau so viele primitive 
Wurzeln von p, als es Zahlen giebt^ 
welche Meiner als p — 1 und £^u p — 1 re- 
lativ prim sind. 
Man kann diesen Satz auch unmittelbar aus den in 
§ 33 gezeigten Eigenschaften der primitiven Wurzeln 
herleiten. 

Um nämlich alle unter den Zahlen 

1, 2, 3, . • ., p — 1 

enthaltenen primitiven Wurzeln von p zu erhalten, braucht 
man nur alle diejenigen Zahlen dieser Reihe fortzulassen, 
welche keine primitiven Wurzeln sein können. Nach § 38 
heisst dieses aber nicht anders, als aus dieser Reihe alle 
Zahlen fortlassen, welche die Congruenzen 
p — 1 p — 1 p — 1 

X " = 1; ж^=1; X ^ = Ij ....; (mod. p) , 

befriedigen, wenn a, /S, y, . . . . in p — 1 enthaltene Prim- 
zahlfactoren sind. 
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Darauf gegründet, können wir leicht abzählen, wie 
viele primitive Wurzeln von p sich unter den Zahlen 

1, 2, 3, . . ., p — 1 

befinden. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Falle, wenn p — 1 
nur durch die eine Primzahl а theilbar ist; es sei also 
p — 1 = a«». In diesem Falle werden alle Zahlen der 
Reihe 

1, 2, 3, . . ., jp— 1, 

welche die Congruenz 

JP — 1 

Л? " = 1 (mod. p) 

nicht befriedigen, primitive Wurzeln von p sein. Nach 

Lehrsatz 35 befinden sich aber Zahlen in der ge- 

nannten Eeihe, welche die letzte Congruenz befriedigen; 

folglich werden hier alle p — 1 — = {p — 1) f 1 ) 

übrigen Zahlen primitive Wurzeln sein. Nach Lehrsatz 

12 giebt aber (p — l)(l ) genau an, wie viele Zahlen 

kleiner als p — 1 und relativ prim zu p — 1 sind, wenn 
p — 1 = a*" ist. 

Wir wenden uns jetzt zu dem Falle, wenn p — 1 durch 
zwei Primzahlen, a, ß theilbar ist, also p — 1 = a*" /S**. 

In diesem Falle findet man aUe unter den Zahlen 

1, 2, 3, . . ., p—1 

enthaltenen primitiven Wurzeln, wenn man in dieser Reihe 
die Zahlen, welche den Congruenzen 

p — 1 jj—l 

л;" =1; X ^ =1 (mod. p) 
genügen, weglässt. Nach Lehrsatz 35 genügen der ersteren 
Congruenz ^—^ Zahlen, welche kleiner als p sind, wäh- 
rend der letzteren ^—^ solcher Zahlen genügen. Dann 
werden aber unter den Zahlen 

1, 2, 3, . . ., p — 1 



\ 
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ZaHen sein, welche beide Congruenzen 
ccp 

p — 1 p — 1 

x~^l; x^^l imoä.p) 

gleichzeitig befriedigen, indem sie der Congruenz 

p — 1 

ÄJ "^ = 1 (mod. p) 

Genüge leisten. Voneinander verschiedene Zahlen, welche 
den Congruenzen 

P — 1 p—l 

X '^ =1; X ^ =1 (mod.jp) 

genügen, giebt es somit 

p—l p—l p—l 
а "^ /3 aß ' 

Schliesst man diese aus der Reihe 

1, 2, 3, . . ., p^l 
aus, so sind alle 

-1 - ¥ - «r + ^ж - *-'' ('- ^) ('- 7) 

übrigbleibende Zahlen primitive Wurzeln. Nach Lehrsatz 
12 wissen wir aber, dass 

angiebt, wie viele Zahlen kleiner als p — 1 und zu p — 1 
relativ prim sind, wenn p — 1 = a*» j8** ist. 
In ähnlicher Wßise 

für ib- 1 = «»» /?"/•, dann für p—l = arß^y^S* 

und so weiter fortfahrend, beweisen wir, dass allgemein 
unter den Zahlen 

1, 2, 3, . . ., i>-l 

immer genau so viele primitive Wurzeln von p vorhanden 
sind als es Zahlen giebt , welche kleiner als p — 1 und zu 
p — 1 relativ prim sind, wie in unserem Satze ausgespro- 
chen war. 



у 
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Man kann nun beKebig irgend eine der primitiven 
Wurzeln von p als Basis wäHen, um den Index in Bezug 
auf Modul p zu bestimmen. Am bequemsten ist es immer 
solche zu wälden, welche am leichtesten zu Potenzen zu 
erheben sind , um so am leichtesten durch sie den Index 
zu bestimmen. 

Uebrigens ist es aber leicht, wenn der Index in Be- 
zug auf eine Basis gegeben ist, daraus den Index in Be- 
zug auf eine andere Basis herzuleiten. 

Es sei nämlich а diejenige Basis, nach welcher die 
Tabelle zusammengestellt ist und Ъ mag diejenige Basis 
sein, in Bezug auf welche wir den Index irgend einer 
Zahl Л zu berechnen wünschen. Bezeichnet man den In- 
dex von Л in Bezug auf die Basis Ъ mit Xj so erhält man 
zur Bestimmung von x die Congruenz 

J. = b* (mod. p). 

Aus dieser Congruenz schliessen wir, dass der Index 
von Л dem b* gleich ist , in Bezug auf welche Basis а 
man den Index auch nehmen mag. Man hat also in Be- 
zug auf die den Tabellen zu Grunde gelegte Basis а 

Ind. Л = Ind. 6*. 

Nach der Eigenschaft des Index überhaupt, erhält 
man aber 

Ind. b* = a; Ind. Ъ (mod. p — 1) , 

folglich 

X Ind.b = Ind. -4. (moA.p — 1). 

Die Lösung dieser Congruenz liefert dann x. 

Diese Congruenz wird immer eine Lösung haben, weil 
der Index einer primitiven Wurzel, wie wir gesehen ha- 
ben, immer zu p — 1 relativ prim ist. Indem wir diese 
Congruenz lösen, finden wir leicht eine positive Zahl, 
welche kleiner als p — 1 ist und die Congruenz befriedigt. 
Diese Zahl ist dann der gesuchte Index x der Zahl Л in 
Bezug auf die Basis Ъ. 



Beispiel. Wir wollen den Index der Zahl 25 in Be- 
zug auf die Basis 2 und den Modul 29 aufsuchen^ wenn 
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wir den Index aller ZaMen in Bezug auf denselben Modul 
und die Basis 10 j wie dieses in den Tabellen angegeben ist^ 
bereits kennen. 

Bezeichnen wir den gesuchten Index mit x, so erhal- 
ten wir für seine Bestimmung 

X .Ind. 2 = Ind. 25 (mod. 28). 
Es ist aber 

Ind.2 = llj bd.26 = 8, 
folglich wird x aus der Congruenz 

11 i» = 8 (mod. 28) 

bestimmt. 

Indem wir diese Congruenz auflösen, finden wir 

ж = 16 (mod. 28), 

und somit ist 16 der Index von 26 in Bezug auf die 
Basis 2. 



Kapitel Vn. 

Ueber Congruenzen zweiten Grades mit zwei 

Unbekannten. 



§ 42. Ueber die Congruenz 

x^ + Äy^ + B = (mod. p). 

Bis jetzt haben wir uns ausschliesslich mit Congruen- 
zen beschäftigt, welche nur eine Unbekannte enthalten; 
nunmehr wollen wir zur Betrachtung von Congruenzen 
mit /swei Unbekannten übergehen. Die bemerkenswerthe- 
sten unter ihnen, welche zugleich bis jetzt am meisten 
Anwendungen zulassen, sind die Congruenzen zweiten 
G-rades von der Gestalt 

x^ + Ay^-\-B = (mod.jp); 

mit diesen wollen wir uns nun eingehend beschäftigen. 

Wir beweisen zunächst über Congruenzen dieser Ge- 
stalt folgenden 

49. Lehrsat js. Ist p eine Trimmhl und Icein Theiler 

von A^ so kann die Congrmnjsf 

x^ + Ay^ + B = (moi.p) 

immer [durch ganze positive Zahlen] 
befriedigt werden. 
Beweis, Die Behauptung dieses Lehrsatzes ist zu- 
nächst offenbar richtig für ^? = 2; weil dann die Con- 
gruenz 

ÄJ* + ^y* + 5sO (mod.jp) 
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durch у = 0] X = В befriedigt wird. Ebenso einleuch- 
tend ist die Richtigkeit der Behauptung in dem Falle, 
wenn für irgend einen Werth von у die Summe 

Лу^ + В 

ein Vielfaches von p wird; weil ein solcher Werth von у 
zusammen mit x = die Congruenz 

А?2 + ^у2 -f. jB = (mod. p) 
befriedigt. 

Wir wollen nun die Möglichkeit, diese Congruenz zu 
befriedigen, für den Fall, wenn 

p> 2 und Äy^ + -S 

durch p untheilbar ist, beweisen. 

In diesem Falle wird sich unter allen Werthen von 
— Лу^ — Bf welche den p Werthen von y, von у = bis 
у = p — 1, entsprechen, eine Zahl sicher jfinden, welche 
nach Modul p congruent x^ ist. Denn die Unmöglichkeit 
der Congruenz 

x^ = — Ay^'-B (mod. jp), 

wenn p eine Primzahl, grösser als 2, und — Ay'^ — В durch 
p untheilbar ist, würde nach dem, was wir in Kapitel IV 
gesehen haben, auf die Congruenz 

(—Ay^—B) 2+1 = (mod. p) 

fuhren, welche, nach dem binomischen Satze entwickelt, 
die Form 

р-Л ^--3 Р-Л 

±A 2 yP-^±^A 2 By^^±....±B 2+1 = 

(mod. p) 
annimmt. 

Dieser Congruenz können nicht alle p Zahlen 

0, 1, 2, . . . ., p — 1 

zugleich Genüge leisten, weil die Congruenz vom Grade p — 1 

ist, während der Coefficient von y^"" , nämlich А ^ , 
als Potenz einer Zahl Л, welche relativ prim zu p vor- 
ausgesetzt war, nicht durch p theilbar sein kann. 
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Somit wird mindestens eine den Zahlen 

0, 1, 2, . . . ., p — 1 

die letztgenannte Congruenz nicht befriedigen. Diese 
ZaH verwandelt aber — Ay^ — Б in einen quadratischen 
Rest von p; für einen solchen Werth von — Äy^ — В 
kann man, wie wir wissen, immer eine Zahl x finden, 
welche die Congruenz 

x^ = — Ay* — В (mod. p) 

befriedigt, wodurch der Lehrsatz bewiesen ist. 

Wir erhalten, als speciellen Fall des bewiesenen 
Lehrsatzes, den 

Zusatz. Die Congruenz 

^^+y' + l~0 (mod. 1?) 
besitzt immer eine Lösung, 



.*> 



§ 43. Ueber die Theiler der quadratischen Form 

x^ ± Ay^. 

Wir wollen uns ein wenig bei der Untersuchung der 
Congruenz 

x^ + Ay^ + C-^0 (mod.Jlf) 

aufhalten, in dem speciellen Falle, wenn 

ist. Der Gegenstand unserer Untersuchung soU in der 
Beantwortung der Frage bestehen, 

welche Eigenschaften muss die Zahl M besitzen 
damit die Congruenz 

x^ + Ay^ = (mod. üf) 

durch irgend welche Zahlen x^ y, welche relativ 
prim zu einander sind, befriedigt werde? 

Die MöglicKkeit dieser Congruenz in dem angegebe- 
nen Sinne zeigt, dass M ein Theiler der durch die Form 
x*^Ay^ dargestellten Zahl sein kann, während Xj у re- 
lativ prim zu einander sind. Im entgegengesetzten Falle 

Tehobjscheff, Zahlentheorie. 14 
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sind die durch x^-^-Ay^ dargestellten Zahlen durch M 
nicht theilbar. 

Im ersteren Falle werden wir sagen: M ist Thei^ 
ler der quadratischen Form x^ + -^У^ ; ^ »w- 
deren Falle: M ist Nichttheiler der qtiadrati- 
sehen Form. 

Wir werden dann Mittel angeben, durch welche man 
alle Theiler und Nichttheiler einer gegebenen Form finden 
kann. Diese Zahlen werden wir entweder in der Form 
fnjs -{- а darstellen , wobei /s eine beliebige Zahl sein soll, 
oder in der Form 

aw* + 2buv -{- cv^, 

wobei w, V beliebige ganze Zahlen, die zu einander relativ 
prim sind, bedeuten. 

Erstere machen Untersuchungen aus, welche unter 
dem Namen: Theorie der linearen Theiler quadratischer 
Formen; die zweiten: Theorie der quadratischen Theiler 
quadratischer Formen bekannt sind. 

Wir beginnen mit der Theorie der linearen Theiler 
und beweisen zunächst einen Lehrsatz, welcher für die 
ganze Theorie von fundamentaler Bedeutung ist. 

60. Lehrsatz. Befriedigen irgend welche Zahlen x, y, 

die 8U einander relativ prim sind, 
die Congruenz 

х^'\-Ау^ = а (mod. Ж), 

so besitzt die Congruenz 

u^^A = Q (mod. -M) 

jedenfalls eine Lösung, 
Beweis* Wenn, in der That, x und y, ohne einen 
gemeinsamer Theiler zu haben, die Congruenz 

x^ + Ay^ = (mod. Ж) 

befriedigen, so muss у relativ prim zu M sein; da im 
entgegengesetzten Falle, irgend eine Primzahl, welche 
zugleich M und у theilt , auch x theilen müsste und es 
hätten somit x und у einen gemeinsamen Theiler. Ist 
aber у relativ prim zu Ж, so kann man offenbar eine 
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2аЫ и finden, welche die Congruenz 

yu = x (mod. M) 
befriedigt. 

Erhebt man beide Seiten dieser letzteren zmn Qua- 
drat, so liefert die Congruenz 

y* u^ = x^ (mod. M) , 
zusammen mit der gegebenen 

x^-\-Äy^ = (mod. Ж), 
die neue Congruenz 

у2 u^ + Äy^ = (mod. M). 

Da nun у relativ prim zu M war, so darf man die 
letzte Congruenz durch y^ dividiren und man erhält somit 

u^ + A = (mod. Ж), 

was zu beweisen war. 

Die Möglichkeit, die Congruenz 

x^ + Äy^^O (mod. M) 

durch X, y, welche relativ prim zu einander sind, zu be- 
friedigen, bedingt somit die Möglichkeit die Congruenz 

u^ + A = (mod. Ж) 
zu befriedigen. 

Kann man, umgekehrt, die letzte Congruenz befriedi- 
gen, so kann man offenbar die Congruenz 

x^ -\.Äy^ = (mod. p) 
dadurch befriedigen, dass man 

у = 1; ж = w 

setzt. 

Auf Grrund des bewiesenen Lehrsatzes kann man [in 
vielen Fällen] leicht erkennen, ob eine gegebene Zahl 
Theüer einer gegebenen Form ist, oder nicht. 



Beispiele, 1) Wir wollen untersuchen, ob man die 
Congruenß 

^2_3y« = (mod. 6) 

14* 
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durch Л?, y, welche relativ prim zu einander sind, befriedigen 
Tcann. Mit anderen Worten, ob 5 ein Theiler der Form 
x^ — 3y^ sein kann. 

Da wir nach der in Kapitel IV angegebenen Methode 

den Werth des Legendßl^chen Symbols (-=-) = — 1 fin- 
den, so schliessen wir daraus, dass die Congruenz 

^8—3 = (mod. 6) 

keine Lösung besitzt. Daraus folgt, auf Grund des oben 
bewiesenen Lehrsatzes, dass es nicht möglich isty die Con- 
gruenz 

д;2_Зу2 = о (mod. 6) 

durch X, y, welche rdativ prim isu einander sind, eu befrie- 
digen; mit anderen Worten, dass es nicht möglich ist 
x^ — 3y' in ein Vielfaches von 5 eu verwandeln. 



2) Es sei gegeben 

ж^ + у* = (mod. ^?), 

wobei p eine Primzahl von der Form 4n-|-3 ist. 

Da wir wissen, dass für eine Primzahl p von der 
Form 4w + 3 immer 

ist, so kann die Congruenz 

w^ + 1 = (mod. p) 

keine Lösung besitzen und es ist somit nicht möglich die 
Congruenz 

iT^ + y* = (mod.jp) 

durch X, y, welche relativ prim zu einander sind, zu be- 
friedigen. 

Daraus folgt, dass keine Primzahl von der Form 
4w + 3 Theiler einer Zahl sein kann , welche als Summe 
der Quadrate zweier Zahlen, die zu einander relativ prim 
sind, darstellbar ist. 

So sind z. B. die Zahlen 
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6 = 2«+lj 10 = 3« + 1; 13 = 32 + 22, 
17 = 4«+1; 26 = 42 + 32; 26 = 52 + 1,.... 

durch die Zalilen 

7, 11, 19, 23 von der Form 4w + 3 
nicht theübar. 



3) Es sei die Congruens 

д;2 + y« = (mod,^?) 
gegeben j wenn p eine Primjsahl von der Form 4w + 1 ist. 

Da wir wissen, dass wenn p eine Primzahl von der 
Form 4n + l ist, immer 

(f ) = +1 

und dass somit die Congruenz 

^2 + 1 = {moA.p) 
möglich ist, so folgt daraus die MöglicJoJceit, die Congrüen» 

a?2 + y8 = (mod.2>) 

durch a?, y, welche relativ prim eu einander sind, £^u befrie- 
digen^ oder, was dasselbe ist: die TheilbarJ&eit einer Summe 
zweier Quadrate durch p = 4i^ + 1. 



Man kann auch allgemein auf Grund des oben be- 
wiesenen Lehrsatzes leicht die Form einer Primzahl p er- 
kennen, welche Theiler einer gegebenen quadratischen 
Form x^ + Ay^ sein kann. 

Wir wollen uns nicht bei dem Falle p = 2 aufhal- 
ten, weü 2 immer Theiler von x^ + Ay^ ist, entweder für 
д: = 1; у = 1, oder für a; = 0; у = 1. Wir werden 
daher im Folgenden immer voraussetzen können, dass p 
eine von 2 verschiedene Primzahl ist. 

Bevor wir aber dazu übergehen, woUen wir einige 
allgemeinere Lehrsätze beweisen. 
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61. Lehr säte. Ist А eine TrimecM von der Form 

4w -j- 3 und M ein ungerader Theüer 
der quadratischen Form 

so ist 
Beweis. Ist üf Theiler der quadratischen Form 

Ol? + J.y2, 

SO kann die Congruenz 

л?2 + ^уа = о (mod. Jlf) 

durch X, y, welche relativ prim zu einander sind, befrie- 
digt werden, was nach Lehrsatz 60 die Möglichkeit der 
Congruenz 

1*2 + ^ = (mod. Ж) 
bedingt. 

Denkt man sich M als Product der Primzahlfactoren 
a, ßj y, . . . . dargestellt, so kann man die Möglichkeit 
der Congruenz 

m2+^ = (mod. Ж), 

nach § 30 [Umkehrung], durch das System der Glei- 
chungen 

ausdrücken. 

Es ist aber leicht aus diesen Gleichungen die Werthe 

der Symbole (-j); (т)! (т)? ' * • ' berzuleiten; und 
zwar wird 

So finden wir z. B. für das erste dieser Symbole 
nach den im IVten Kapitel bewiesenen Eigenschaften von 
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also: 

g— 1 A + l 

Da aber nach den obigen G-leichungen ( j = 1 ist 

und Ä nach der Voraussetzung die Gestalt 4n + 3 hat, 
so erhalten wir aus der letzten Grleichung 

In ähnlicher Weise erhalten wir 

Durch Multiplication dieser Symbole erhalt man 

und, wenn man darin 

M = aßy . . . 
setzt, ergiebt sich 

[offenbar folgt aus 
zugleich auch 

(z)'(i)"(i)'- • ■ = (f^-l - 1. - 

also auch, wenn 

gesetzt wird , ( -j J = 1] ; was wir beweisen woUten. 
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52. Lehrsatz. Ist А eine Frirmahl von äer Gestalt 

4n + 1, während M ein ungerader 
Theüer von x^ + Äy^ ist^ so toird 

d. h. 
(-TJ = 1) wenn M = Am + 1; 

{-jj =="-l> wenn M = 4m + 3. 

Beweis. Ist M Theiler von ж* + -^У^ so besitzt 
die Congruenz 

x^ + Ay^ = Q (mod. Ж), 

also auch die Congruenz 

' • ti« + Л = (mod. M) 

eine Lösung. Dieses setzt aber, wie wir [§ 80, Umkeh- 
rung] gesehen haben, die Grleichungen 

voraus, wobei a, /J, y, ... die in M auftretenden Prim- 
zahlfactoren bedeuten. 

Auf Grund der Eigenschaften des Symbok (|) lei- 

ten wir aus den letzten Grleichungen die Werthe der 

Symbole Q), (|), (j), ... her. 

So erhalten wir für den Werth des ersteren 

e— 1 Л-^\ «— 1 а— 1 A^l 

«--1 ^4-1 

- = (=^) (-1) ^ ■ ' • 

also, genau wie im Lehrsatze 61, mit Berücksichtigung des 



2 
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Werthes (p=) — 1 : 

«— 1 A + l 

Da aber diesmal, nach Yoraussetzung, Л die G-estalt 
Ä ^ ^n -\-l hat, so ist 

e-I^+1 e-14n+2 «-1/<ы,,ч 4zl 

f olglioh ist : 

(!) = (-') '■ 

In ähnlicher Weise erhalten wir 

(4) = (-^^' Ö) - (-«"^ ^ 

Die Mnltiplication der Grleichnngen für 

\л) ' \л) ' \a) ' • • • 

«rgiebt dann 



Ö)(l)© • • • = M) 



e-1 e-1 y-1 

■~2~ + T" "•" ~2~ + • • • 



woraus fSr Jlf as а ß у . . . . folgt: 



© - M) 






Man kann sich aber leicht überzeugen, dass die beiden 
Zahlen 

2 ™^ 2 ^ 2 ^ 2 ^ • ' • 

tun eine gerade Zahl von einander differiren. Denn, es 
. ist, wenn Ж = а ß у . . . . gesetzt wird, 

Ж — 1 cc ß у , . . . — 1 
2 2 

was man anch so schreiben kann: 
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-l + (l+2^)(l + 2fci)(l+2>=l).... 

2 

Indem man in .diesem Ausdrucke die Multiplication der 
Elammerinbalte ausfülirt und diejenigen Grlieder des Be- 
sultats, welche den Factor 2 haben, vemacblässigt; erhält 
man 

a-1 ß-1 Y-1 

~2~" "^ ~У" "^ "T^ "^ 

übrig; so dass diese Zahl sich nur um eine gerade Zahl 
von — Q— unterscheidet. Es ist also 

(_1)2 + 2+2 +-=(_1) 3 

und infolgedeseen verwandelt sich der oben gefundene Werth 



M\.. 






von \-r j in 



m - (-1, 



2 



[Man kann leicht einsehen, dass sich in der ganzen Be- 
weisführung nichts ändert, wenn zugelassen wird, dass 
beliebig viele unter den Primzahlen «, ß, y, . , . einander 
gleich sein können. Dadurch ist dann auch die Grültigkeit 
des Satzes für eine Zahl M vqa der Gestalt Ж = o^/J*/" • • • 
erwiesen. Uebrigens complicirt sich auch die directe Be- 
weisführung unter der Voraussetzung Ж = ä~ /9* /" . . • 
nur wenig. 

Es ergiebt sich nämlich aus 

zunächst 

also, wenn M = a^/J'*/ . . . gesetzt wird: 
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e-1 ^-1 v—\. 

Man kann aber leicht einsehen, dass die beiden ZaMen 
M—1 , a— 1 , /S— 1 , y— 1 , 

immer nur um eine gerade Zahl von einander differiren. 
Denn mit Beracksichtigong der Identitäten 

« = 1 + 2?=^; ^ = 1 + 2^1; у = i+2?:=i;... 
geht die Gleichung 

2 ■" 2 

in 



M 



-1 -l+(ш'-^Mi+2e=^)'(l+2r=^y... 



2 2 

über. 

Die Entwickelung nach dem binomischen Satze er- 
giebt: 

(l+2!i:^)"-l+3.««-^ + 2'.^^('^)* + 

Da min Jf = ec~ ^** yj* . . • ungerade vorausgesetzt war, 
so müssen auch cc, ß, y, ... alle ungerade sein, folglich ist 

— ^ eine ganze Zahl. Bekanntlich sind die Binomial- 

..nrt . X w(m— 1) m(m— l)(m— 2) . 

coeificienten w, —^ — g-^; — ~ — ' ^ — -; immer ganze 

Zahlen, sobald m eine ganze Zahl ist. Vgl. Anm. zu § 30. 
Man kann somit 

(l + 2^y= 1 + 2 . m^ + 2».e, 

setzen, wenn man mit 6i die Summe aller übrigen Glieder 
der Entwickelung bezeichnet, welche alle den Factor 2 zu 
höheren Potenzen enthalten. 
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Ebenso erhält тал 

(l + 2^)"= l + 2.«fc^ + 2».tf, 

(l + 2 ^-^y == 1 + 2 . r 2:=i + 2» . e, 



Munltiplicirt man diese Besnltate mit emander, so ergiebt 
sich 

wenn man mit 8 die Smnme aller übrigen Glieder des 
9.asgerechneten Productes bezeichnet. 
Setzt man diesen Werth in 

Л.-1 -l+(i+2«-ii)"(i+^¥)"0+^'ii)'- 



2 2 

ein, so erhält man: 

— 2~ = ^■T~ + ^^~'^^T"^ ...+2.S, 

was aussagt, dass die beiden Zahlen 

M—1 , «— 1 , ß—1 . y— 1 . 

sich nur um eine gerade Zahl von einander unterscheiden« 
Da nun immer ( — 1)* = ( — 1)*+^^ ist, so darf man, an- 
statt 

auch 

(5) = i-^^ 

schreiben, was zu beweisen war]. 



m— g- + n -^ — |- r -^ — ^- •• . 
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53. Lehrsatz. Ist Л eine PrimeoM van der Gestalt 

4w+l und M ein ungerader Theiler 
der Form 

so ist 

Beweis. I&t M ein Theiler von x* — Ay^, so be- 
steht die Congnienz 

x^—Ay^ = (mod. Ж). 
Nach Lehrsatz 60 folgt daraus auch die Existenz von 

u^—A^O (mod. JM"), 
woraus sich nach § 30 [Umkehrung] die Gleichungen 

ergeben, wenn a, ß, y, . . . in P enthaltene Primzahlfac- 
toren bedeuten. Berechnet man aus der ersten dieser 

Gleichungen den Werth von f -j), so erhält man auf 

Grund des £eciprocitätsgesetzes 

e— 1 A—l a—l A—l ^ 

was nach der Voraussetzung -4. = 4n+l, also -— g— = 2n, 
in 

übergeht. Ebenso ergiebt sich 

Durch Multiplication erhält man ( л ) "^ ^5 ^^^^> 
M = ccßy . . . gesetzt, \гт) =*= 1* 
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[Es ergiebt sich aus 

ebensogat auch 

/ cg^ /8** y^ . . Л = 1; 

also auch, wenn Ж = «*" /J*» y^ . . . eingesetzt wird, 

Das ist es, was wir beweisen wollten. 

64. Lehrsatz. Ist А eine TrimzaM von der Gestalt 

4w + 3 und M ein ungerader Theiler 
der Form 

so ist 

üf-l 



2 

1 



d. h, es ist 
(-j) = 1> wenn M = 4iw+l 



i-jj « — 1, wenn Ж = 4m + 3 

ist 

Beweis. Wiederum schliessen wir zunächst aus der 
Theübarkeit von x^-^-Ay^ durch Ж, d. h. aus der Con- 
gruenz 

^ x^-Ay^^O (mod. Ж) 

I über die Existenz von 

i w»~^ = (mod. Ж), 

I 

I woraus zunächst, wie im Lehrsatz 53, folgt: 

й)=>а|)-1^Ф-1 
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wenn «, ß, у von einander verschiedene, in M enthaltene, 
ungerade Primzahlfactoren bedeuten. 
Auch hier erhält man dann 



(z) - (-Ч 






da aber in diesem Falle Ä, nach der Voraussetzung 

Л = 4л + 3; also ^^^ = 2n + 1, 
eine ungerade Zahl ist, so wird 

а — 1 А — 1 g— 1 g — 1 а — l 

folglich erhält man: 

Die Multiplication ergiebt, wie oben bei dem Beweise von 
Lehrsatz 52: 

(i)(i)a)--=(-«'^^ ■■. 

imd folglich für M = aßy , . . , 

Da wir aber oben bereits geftmden, dass 

(-1) 2 + 2 + 2 ■^•••==(_1) 2 ^ 
SO ergiebt sich: 

[Auch hier erhält man wie oben aus 
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znnächst: 

©'(i)"(i)'-=(==^^)-(-4 






imd weil, wie wir oben gesehen, wenn Jf = a" /J" y' . . . . 
gesetzt wird, 

(— 1) ^^ ^^ ^^ = (— 1)~2" 

ist, 80 erhält man auch für Ж = «" /J* y' .... die Gleichung 



(f ) - (-Ц ^ 1- 



§ 44 lieber die Bestiromung der Theiler einer Form x^ ± At^, 

wenn А eine Primzalil ist. 

Auf Grrund der eben bewiesenen Lehrsätze kann man 
leicht alle linearen Theiler einer Form von der Grestalt 

x" ± Ay\ 

wenn А eine Primzahl ist, vollständig bestimmen. 

Wir haben gesehen, .4a«sß die ungeraden Theiler sob 
eher Formen 

entweder durch die Gleichung ( -j ) ^ 1> 

oder durch die Gleichung ('т) = — 1 

bestimmt werden, jenachdem 1) die Form x^ ± Ay^ mit 
dem Vorzeichen -f-> oder mit dem Vorzeichen — gegeben 
ist, jenachdem 2) А die Gestalt 4n + 3, oder 4w + l hat 
und in gewissen Fällen (S. Lehrss. 62 u. 54) jenachdem 
3) jlf von der Gestalt 4iw + l, oder 4iw + 3 ist. 

"Wir haben aber in § 28 eine Methode kennen gelernt, 
mittels welcher man leicht alle Zahlen finden kann, welche 
die Gleichung 
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und ebenso alle, welche die Gleichtmg 

© = -> 

befriedigen. Es sind nämlich, wie wir dort gesehen ha- 
ben, alle Lösungen der ersten Gleichung durch die For- 
meln 

M = ai-^nA] Ж = a2+ пА ;....; M = ^л—\ "Ь ♦^-^ 

dargestellt, wobei n eine willkürliche Zahl ist, während 

ai , a2, ... ., ^A—\ 

beziehungsweise diejenigen Reste bedeuten, welche nach 
der Division der Zahlen 

durch А verbleiben. Die Lösungen der zweiten G-leichung 

sind durch die Formeln 

Jf = Ъх + пА] M= Ъ2 + пА] . . . .; M = Ъ^_^ + пА 

dargestellt, wobei mit 

bi, b2j . . . ., 6^_i 

diejenigen Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . . ., A—1 be- 
zeichnet werden, welche von den obigen Zahlen 

verschieden sind. 

Wir wollen nun jetzt zusehen, wie jede dieser For- 
meln dazu dienen kann, Zahlen von der Gestalt 4»i + 1, 
oder 4m + 3 zu bestimmen. 

Damit eine Zahl Ж, welche durch die Gleichung 

M = a-^nA 
definirt ist, die Gestalt 4m + 1 haben soll, muss n so be- 

Tohebyeoheff, ZaUentheorie. 15 
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schaffen sein, dass die 8шшпе а-^пА auf die G-estalt 
4m + 1 gebracht werden könnte; mit andern Worten, n 
mnss die Congruenz 

а'\'ПА = 1 (mod. 4), oder nÄ = 1 — а (mod. 4) 

befriedigen. 

Diese Congruenz wird immer eine Lösung besitzen, 
solange А eine ungerade Zahl ist. Indem wir diese Lö- 
sung nach der im § 15 gezeigten Methode aufsuchen, 
finden wir 

n^(l—a)A 2 (mod. 4), 

oder , einfacher geschrieben : 

n= А (1 — а) (mod. 4). 

Dieser Congruenz wird immer eine der 4 Zahlen 

0, 1, 2, 3 

genügen ; bezeichnen wir jene Zahl mit r, so erhalten wir 
die Congruenz 

r = -4(1 — a) (mod. 4), 

infolgederen unsere obige Congruenz für n in 

n = у (mod. 4) 

übergehen wird, woraus sich also für n die Gestalt: 

ergiebt. Tragen wir diesen Werth von n in unser 

ein, so erhalten wir 

M = AAjs '{' Ar -{- а 

als Definition der Zahlen von der Gestalt 4m + 1, welche 
die Grieichung M = пА + а zu befriedigen haben. 

In ganz ähnlicher Weise leiten wir für die Zahlen 
von der Gestalt 4w + 3 die Formel 

M = 4Ajf + Ar'-^a, 

her, wobei r' die Heinste Zahl bedeutet, welche -4(3— a) 
nach Modul 4 congruent ist. 



1 
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Auf diese Weise erhalten wir aus der Grleichung 

welche eine der Losungen von 



( 



f)=i 



definirt, zwei Formeln 

M = 4:Л£; + -4r + а, 
M = 4Ä^ + Ar'+a, 

von denen die erstere lauter Zahlen von der G-estalt 
4m + 1» während die letztere lauter Zahlen von der G-e- 
stalt 4w + 3 liefert. 

Es ist übrigens auch nicht schwer aus der Grleichung 

M = nÄ 4" л 

eine andere herzuleiten, welche zugleich die Zahlen von 
der Gestalt 4^ь + 1 und 4m + 3, also alle ungeraden Zah- 
len liefern wird. . Zu diesem Zwecke müssen wir die Ge- 
stalt für die Zahl n aufsuchen, welche die Summe nÄ + л 
in 2m + 1 verwandelt; oder, mit andern Worten, wir 
müssen die Lösung der Congruenz 

пА + а = 1 (mod. 2) , also nÄ = (1 — a) (mod. 2) 

aufsuchen, 

Ist а eine ungerade Zahl, so genügt dieser Congruenz 
n = 0, folglich ist in diesem Falle die Lösung durch 

n = (mod. 2) 
dargestellt, woraus also 

folgt. 

Ist dagegen а gerade, so genügt n = 1 der obigen 
Congruenz (da Ä eine ungerade Zahl ist), folglich ist die 
Lösung durch 

w = 2i^ + 1 
dargestellt. 

Trägt man diese Werthe in 

M = nÄ + а 

16* 
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ein, so findet man für die Bestimmung der ungeraden 
Zahlen 

Ж = 2Ä£f + a, oder M = 2Ae + -4 + a, 

jenachdem а ungerade oder gerade ist. 

Verfahrt man ebenso mit jeder der Formeln 

jlf = a* + пА ; 
JM = ftjk + пЛ , 

welche je eine Lösung der Gleichungen 

darstellen, so findet man alle ungerade Zahlen, welche der 
Bedingung 

© = 1. «^' © = -1 

genügen, durch Formeln von der G-estalt 

"iÄz + а 

ausgedrückt; während alle Zahlen von der Gestalt 4m + 1, 
oder alle von der Gestalt 4fw + 3 durch Formeln, wie 

4tAz + öt 
dargestellt werden. 

Das sind die Formeln durch welche auf Grund der 
oben bewiesenen Lehrsätze, alle ungeraden Theiler der 
quadratischen Form x^ + Ay^ bestimmt werden. 



Wir wollen die obige Auseinandersetzung durch Bei- 
spiele erläutern. 

Beispiele. 1) Es werde die Gestalt aller ungera- 
den Theiler der quadratischen Form x^ + 19y* gesucht. 

Indem wir bemerken, dass 19 eine Primzahl und 
zwar von der Gestalt 4w + 3 ist, so schliessen wir aus 
Lehrsatz 61, dass für die ungeraden Theiler M der gege- 
benen Form die Gleichung 



(S)'^ 



bestehen muss. 
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Um die ZaHen zu finden, welche dieser Gleichung 
genügen, dividiren wir 

l^ 2^ 32, 4^ 52, 62, 7^ 8«, 9« 

durch 19 und erhalten die Reste 

1, 4, 9, 16, 6, 17, 11, 7, 6. 

Daraus schliessen wir, dass die Zahlen Ж, welche der 
Gleichung 

genügen, durch irgend eine der Formeln 

19w + 1, 19w + 4, 19w + 9, 19w + 16, 19w + 6, 
IQn 4- 17, 19/г + 11, 19w + 7, 19w + б 

dargestellt werden. Damit aber diese Formeln lauter un- 
gerade Zahlen liefern sollen, müssen wir, nach der obigen 
Auseinandersetzung 

die Formel 19w + 1 durch 2 . 19-^ + 1, 

die Formel 19n + 4 durch 2 . 19.^ + 19 + 4, 

u. s. w. ersetzen. 

Auf diese Weise erhalten wir für die ungeraden Thei- 
1er der quadratischen Form 

x' + 19^2 

die Formehl 

2.19^ + 1; 2.19^ + 19 + 4; 2.19-^ + 9; 2.19-^ + 19 + 16; 
2.19^^ + 19 + 6; 2.19^^ + 17; 2.19^ + 11; 2.19^ + 7; 

2 . 19^ + 5, 

welche, reducirt und geordnet, sich in folgende verwandeln : 

38^ + 1, 38^ + 5, 38^ + 7, 38^ + 9, 38i^ + 11, 38;^ + 17, 

38;^ + 23, 38^ + 26, 38^ + 36. 



Somit haben wir die nothwendige Gestalt aller un- 
geraden Zahlen gefunden, welche Theiler einer Summe 
x^ + 19y^ sein könnten , wenn x und у relativ prim zu 
einander sind. 
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Man kann die so gefandene nothwendige Grestalt dazu 
benutzen, um die Theiler irgend einer gegebenen Zahl zu 
finden, welche durch die Form 

x^ + 19 у * 
darstellbar ist. So , z. B. mag die Zahl 2021 gegeben 
sein. Da dieselbe in der Form 

IV + 19 . 10« 

dargestellt werden kann, so müssen die Theiler derselben, 
wenn solche existiren, durch eine der Formeln 

Z9z + 1, 38;^ + 6, 38.^ + 7, 38;^ + 9, 38£г + 11, 38;? + 17, 

38.9 + 23, 38;^ + 25, 38^ + 35 

dargestellt werden können. 

Wenn aber 2021 überhaupt Theiler besitzt, so muss 
jedenfalls einer derselben kleiner als 

V^2021, also kleiner als 45 

sein; diesen Theiler wollen wir eben aufsuchen. 

Die erste Formel 38^ + 1 liefert einen solchen nicht ; 
da dieselbe für ^er = die Zahl 1 und für ^e^ = 1 die 
Zahl 39 liefert, welche kein Theiler von 2021 sein kann, 
weil letztere durch 3 nicht theilbar ist, während 39 den 
Factor 3 enthält. Für 2 = 2 und zz> 2 ergiebt aber 
die Formel 38;ef + 1 Zahlen , welche 45 übertreffen. 

Wir wenden uns zur zweiten Formel 38^8^ -|- 5. Für 
z = nimmt dieselbe den Werth б an, eine Zahl, welche 
offenbar kein Theiler von 2021 sein kann. Für is := 1 
ergiebt die Formel die Zahl 43 und indem wir versuchen 
2021 durch 43 zu dividiren, finden wir, dass 43 wirklich 
ein Theiler dieser Zahl ist. [Der zugehörige zweite Fac- 
tor ist 47, derselbe wird aus der Formel 38;е^ + 9 für 
j9 =s= 1 erhalten. Alle übrigen Formeln liefern, wie leicht 
zu sehen, gar keinen Theiler.] 



2) Als Beispiel für die Bestimmung der Theiler einer 
quadratischen Form von der Gestalt 

wollen wir die Theiler der Form x^ — 7y* aufsuchen. 
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Da die Zahl 7 von der Gestalt 4n + 3 ist, so finden 
wir nach Lehrsatz 54, dass diejenigen Theüer der Form 
x^ — 7y^, welche die Gestalt 4m + 1 haben, die Gleichung 



(^) - '. 



während diejenigen Theüer , welche die Gestalt 4m + 3 
haben, die Gleichung 



(f)-- 



befriedigen müssen. 

"Wir wollen zuerst diejenigen Zahlen von der Gestalt 
4m + 1 > welche die Gleichung 

. und diejenigen Zahlen von der Gestalt 4m + 3, welche 
die Gleichung 

(f ) = -1 

befriedigen, aufsuchen. 

Um zunächst überhaupt die Zahlen zu finden, welche 
die Gleichung 

befriedigen, dividiren wir 

V, 22, 32, 

durch 7 und erhalten die Reste 

1, 4, 2. 

Folglich sind alle durch [^=-) = ^ definirten Zahlen durch 

7n+l, 7w + 4, 7w + 2 

dargestellt. 

Aus diesen Zahlen wollen wir nun solche herleiten, 
welche die Gestalt 4w + 1 haben. Aus der Formel 7n + 1 
entsteht, nach der obigen Auseinandersetzung 

4 . 7^ + 7r + 1, 
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wobei Г diejenige unter den Zahlen 0, 1, 2, 3 bedeute t^ 
welche nach Modul 4 congruent 7(1 — 1) = ist. Es ist 
also in diesem Falle r = 0; folglich ergiebt die Formel 
7^ + 1 für die Bestimmung der Zahlen, welche durch 
4w + 1 darstellbar sind, die Gestalt 

4 . 7;? + 1 = 28;^ + 1. 
Indem man ebenso mit den Formeln 

7w + 4, 7n + 2 
verfahrt, erhält man beziehungsweise 

4.7;^ + 7r + 4, 4.7i^ + 7r + 2, 

wobei r, r* diejenigen aus den Zahlen 0, 1, 2, 3 be- 
deuten, welche nach Modul 4 beziehungsweise congruent 
7(1—4) = —21; 7(1—2) = —7 sind. Man erhält also 
r = 3 ; r' = 1, folglich ergeben die Formeln 7w + 4, 7n + 2 
für die Bildung von Zahlen von der ausschliesslichen Gre- 
stalt 4m + 1 die Formeln 

4.7^^ + 3.7 + 4; 4.7^ + 7 + 2, 
oder 

28^ + 26 ; 28;^ + 9. 

Somit erhalten wir alle Zahlen von der Gestalt 4m + 1, 
welche die Gleichung 



( 



?)=! 



befriedigen, welche also etwa Theiler der quadratischen 
Form x^ — 7y* sein könnten, in den Formeln 

28^+1; 28^ + 9; 28;? + 25. 

Was nun die Theiler der Form x^ — 7y*, welche die 
Gestalt 4m + 3 haben sollen, betrifft, so werden diesel- 
ben zunächst, nach Lehrsatz 54 der Gleichung 



( 



f).-i 



zu genügen haben. 

Wir finden aber die Lösungen dieser Gleichung, in- 
dem wir, nach § 28, aus der Reihe der Zahlen 

1, 2, 3, 4, 6, 6, 
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diejenigen fortlassen, welche als Reste bei der Division 
von 

V, 2^, 32 

durch 7 erhalten werden. Wir haben also in unserem 
Falle 1. 2, 4 wegzulassen und es bleiben die Zahlen 
3, 5, 6 zurück, welche die Lösungen von 

(?) = -' 

in der Gestalt 

7n + 3, 7n + 6, 7n + 6 

liefern. 

Indem wir diese Lösungen so transformiren, dass aus 
denselben nur Zahlen von der Gestalt 4w + 3 sich erge- 
ben möchten, erhalten wir: 

4.7^4- 7r + 3; 4.7^ + 7n+6; 4 . 7;^ + 7г2 + 6, 

wobei r, ri, Г2,. diejenigen aus den Zahlen 0, 1, 2, 3 be- 
deuten, welche nach Modul 4 beziehungsweise 

7(3-3) = 0; 7(3-6) = -14; 7(3-6) = -21 

congruent sind. Setzt man nun die sich daraus erge- 
benden Werthe 

r = 0; ri=2; Г2 = 3 

in die letzten Formeln ein, so erhält man 

4.7.^ + 7.0 + 3; 4.7^+7.2 + 5; 4.7.^ + 7.3 + 6, 

also: 

28^ + 3, 28-^ + 19; 28-^ + 27. 



Stellen wir nun die Resultate zusammen, so haben 
wir alle Theiler der quadratischen Form л?^— 7y^, welch ^ 
die Gestalt 4w + l haben, in den Formeln 

28^ + 1; 28^ + 9; 28^ + 25; 

während diejenigen Theiler der genannten Form , welche 
die Gestalt 4m + 3 haben, in den Formeln 
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28^ + 3; 28-^ + 19; 28^ + 27 
dargestellt sind. 



Wir haben bis jetzt gezeigt wie man die Theiler ei« 
ner Form x^ ± Ay^ bestimmen kann , wmn А eine von 2 
verschiedene Primzahl ist ; nunmehr wollen wir zeigen, wie 
man die Theiler einer solchen Form, wenn А = 2 istj 
finden kann. 

Wir beweisen zu dem Ende folgenden Lehrsatz. 

55. Lehrsatz. Alle ungeraden Theiler der quadrcUi-- 

sehen Form x^ + 2y^ hohen die Ge- 
stalt 

8m + 1, oder 8w + 3; 
alle ungeraden Theiler der Form 

x^—2y^ 
haben die Gestalt 

8m + 1, oder 8fw — 1. 

Beweis. Ist Jlf ein Theiler von x^ + 2y^, so wird 

x^ + 2y* = (mod. Ж). 
Diese Congmenz setzt aber (nach Lehrs.50) die Existenz von 

w^ 4- 2 = (mod. Ж) 
voraus, folglich auch die Existenz der Grleichungen 

wobei ccj ßj y, .... die in M enthaltenen Primzahlfacto- 
ren bedeuten. 

Wir haben nun die Frage zu beantworten: wie müs- 
sen die Primzahlen a, /3, y, .... beschaffen sein, damit 
diese Grleichungen befriedigt werden? 

Nach den Eigenschaften des Legendre'sohen Symbols 



(^j finden wir nun 



P 

«-1 



(=?) - (!) (-" 
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während (— ), wie wir (§ 26, Zus.II) gesehen haben, den 
Werth 



(!) = (-') 



8 



besitzt. Folglich ist 






(=?) = (_ц ^ • - (_1, 



Setzt man darin hintereinander die überhaupt nur mögli- 
chen Werthe 

a==8m + l; a = 8m + 3; a = 8m-f-6; a = 8w-|-7, 
so erhält тац: 

VSwi + l/ ' V8m + 3/ 

FolgKch ist es für die Möglichkeit der Grleichungen 

nothwendig, dass a, /3, y, . . . die Gestalt 

8m +1, oder 8w + 3 
haben müssen. 

Daher wird Ж, als Product der Factoren a, /3, y, . . . 
die Gestalt 

(8m + 1) (8 w'+ 1) (8m'' -I- 1) (8mi+ 3) (8m2+ 3) 

(8m^ + 3) 

haben. 

Indem man sich nun dieses Product ausgerechnet denkt 
und alle mit 8 multiplicirten Glieder vereinigt, erhält man 

jjf = 8P+3^ 

Ist б eine gerade Zahl , so ist 3^ = 1 (mod. 8) , weil 
3^ = 1 (mod. 8) ist. Ist dagegen б ungerade, so wird die 



} 
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zur Potenz ^ erhobene und dann mit 3 multiplicirte 
Congruenz 3^ = 1 (mod. 8) die Congruenz 

3*^ = 3 (mod. 8) 
ergeben. 

Somit ist З*' nach Modul 8 congruent entweder 1 
oder 3. Daraus folgt , dass З*' entweder die Gestalt 
8^ -}- 1) öder 8JV+ 3 hat und daher muss die Zahl M, 
welche durch 

M = SP + S" 
definirt ist, 

entweder 8{P -\- N) + 1, oder S{P + N) + 3 

sein [*)]. Dadurch ist der erste Theil des Lehrsatzes be- 
wiesen. 



Wir gehen nun zum zweiten Theile des Lehrsatzes 
über. 

Ist M ein Theiler der quadratischen Form x^ — 2y*, 
so findet die Congruenz statt 

а;2_2у8 = о (mod. Ж). 

[*) Auch hier könnte es scheinen einer anschaulichen Ergänzung 
des Beweises für ilf = «"* /9» y' . . . . zu bedürfen. Indess kann viel- 
leicht folgende Bemerkung den ganzen Beweis etwas übersichtlicher 
machen. 

Die Zahlen von der Qestalt 8m-f 1 und 8 m -f 3 haben folgende 
Eigenthümlichkeit : 

I. (8w+ l)(8w'+ 1) = Sl + l\ IL (8wi + 3)(8wa+3) = 8m+l; 

III. (8wi + 1) (8w,+ 3) = 8n + 3. 

D. h. zwei Zählen von gleicher Art liefern, mit einander multiplicirt, 
ein Prodiict von der Gestalt 8 w -{- 1 ; zwei Factoren von ungleicher Art 
liefern dagegen ein Product von der Gestalt 8w + 3. Daraus folgt 
unmittelbar, dass ein Prodttct von beliebig vielen Factoren beiderlei 
Arten immer von der Gestalt 

8w + l, oder 8w + 3 
sein wird, jenachdem die Anzahl der darin auftretenden Factoren von 
der Gestalt 8w -f 3 eine gerade, oder ungerade ist Hiermitist 
der erste Theil des Satzes nicht allein bewiesen, sondern ist auch zu- 
gleich ein Kriterium gegeben, wann der eine oder der andere der Fälle 
eintritt.] 



Kap. VII, § 44. 237 

Diese Congruenz setzt das Bestehen der Congruenz 

w« — 2 = (mod. M) 
voraus, folglich die gleichzeitige Existenz der Grleichungen 

(!)=i^(f)=4f)=i---- 

wenn a, /S, y, . . . die in M auftretenden Primzahlfacto- 
ren bedeuten. Nach Lehrsatz 32 folgt aus diesen Grlei- 
chungen, dass a, /3, y, . . . die Gestalt 

8m + 1, oder 8m — 1 

haben müssen ; folglich wird M als Product cc ß у , . . 
die Gestalt 

(8m'+l) (8m"+l) .... (8mi— 1) (Sm—l) .... 

haben. 

In dem ausgerechneten Producte tritt aber ausser 
den Gliedern, welche Vielfache von 8 sind, entweder + 1, 
oder — 1 noch hinzu; folglich muss M[*)] entweder die 
Gestalt 8m + 1, oder 8m — 1 besitzen, was zu beweisen 
war. 



Nachdem wir nun gezeigt haben, wie man die linea- 
ren Theiler einer quadratischen Form x^ ± Ay^ bestimmt, 
sowohl wenn А eine ungerade Primzahl, als auch wenn 
А = 2 ist, so bleibt uns noch übrig dasselbe für den 
allgemeinen Fall, wenn А eine zusammengesetzte Zahl ist, 
zu zeigen. 

In diesem Falle lassen sich aber die linearen Theiler 
der quadratischen Form x^ ± Ay^ am bequemsten aus den 
quadratischen Theilern derselben Form herleiten, zu deren 
Untersuchung wir nunmehr übergehen wollen. 



[*) Auch die Zahlen von der Gestalt Sm -{• l und Sm — 1 haben 
genau die analoge Eigenthümlichkeit , dass ein Product beliebig vieler 
Factoren beiderlei Arten die Gestalt 8m + 1, oder 8m — 1 hat, jenach- 
dem die Anzahl der Factoren 8m — 1 gerade, oder ungerade ist.] 



238 Kap. VII, § 45. 

§ 45. Ueber die Eigenschaften allgemeiner quadratischer 

Formen. 

Einen Ausdruck von der aДgemeinen G-estalt 

in welchem man unter a, 6, с irgend welche, aber jedes- 
mal als bestimmt gegeben gedachte, während man dage- 
gen unter M, V unbestimmte ganze Zahlen versteht, nennt 
man „eine allgemeine quadratische^^ , oder schlechtweg „eiwe 
quadratische Form}^ 

[Indem man für u, v irgend welche Zahlen setzt, er- 
hält man jedesmal eine bestimmte Zahl durch die Form 
dargestellt. Die Gesammtheit aller Zahlen, welche auf 
diese Weise durch alle möglichen Werthe von щ v durch 
die Form überhaupt erhalten werden können, gruppirt man 
als „(?ге durch die gegebene Form darstellbaren Zahlen.^'] 

Zwei quadratische Formen 

au^ + 26 w«? -f" ^ ^^ 
aV + 26'wv + cV, 

welche die Eigenschaft haben, dass alle Zahlen, welche 
mittels einer der Formen, durch Einsetzung aller mögli- 
chen Zahlen für щ v, darstellbar sind, auch durch die an- 
dere, wenn auch durch andere Anordnung der Werthe 
von Щ V, dargestellt werden können, wollen wir identische 
Formen nennen und werden solche gegenseitig durch ein- 
ander ersetzen. 

So z. B. sind die beiden Formen 

au^ — 2buV'\-cv^, 

welche sich von einander nur durch das Vorzeichen des 
Coefficienten von uv unterscheiden, auch als einander 
identisch zu betrachten; denn die Zahlen, welche durch 
die eine Form für w = a, v = /S dargestellt werden, wer- 
den durch die andere für и = — а, v = ß dargestellt. 

Daraus geht hervor, dass das Vorzeichen des Coeffi- 
cienten b in einer Form 
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beKebig geändert werden darf, so dass man diesen Coeffi- 
eienten nöthigenfalls in eine positive Zahl verwandeln 
kann; wir werden ihn daher immer positiv voraussetzen. 
Die Zahl Ъ^—ас wollen wir, nach Gauss, ihrer wich- 
tigen Rolle wegen, welche wir bald kennen lernen werden, 
die Determinante der quadratischen Form 

au^ + 2buv 4" ^* 
nennen. 

So ist z.B. für die Form Зм*+ 10мг; + 7t;* die De- 
terminante 5*— 3.7 = 4; von Su^'\- lOuv—Tv^ ist die 
Determinante 5^ + 3 . 7 = 46. 

Zwei Formen, welche gleiche Determinante haben, 
wollen wir ähnliche Formen nennen. 

So z.B. werden die Formen 

3w2+ 10wt; + 7г;^ 
3u2-f 2uv— v^ 

ähnliche Formen sein, weil die Determinante der erstem 
6^—3. 7 = 4 und die der letzteren 1^ + 3 . 1 = 4. 

Sind wir nun so wegen der Benennung übereinge- 
kommen, so wollen wir einen Lehrsatz beweisen, welcher, 
seiner Anwendbarkeit willen, sehr wichtig ist. 

66. Lehrsat /s:. Eine Form 

au^ + 2buv 4- cv^j 

in welcher der Coefficient 2b von uv 
entweder a, oder с übertrifft ^ kann 
immer in eine andere, ihr ähnliche, 
Form 

oV-f 2b'w!; + cV 

transformirt werden , in welcher 2V 
weder a', noch d übertreffen wird.(*) 
Beweis. Wir wollen zunächst zeigen, wie man eine 
Form 

aw* -f- 2 buv + c^^i 

(*) Wir verstehen hier das Uebertreffen in Bezug auf die Zahlen- 
werthe von a, b, c, a', 5', &, ohne auf die Vorzeichen dieser Zahlen zu 
achten. 
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in welcher 2b > a, oder 2b > с in eine andere Form 

transformiren kann, welche letztere der ursprünglichen 
Form ähnlich ist und dabei der Zahlwerth von 6 о kleiner 
als der von Ъ wird. Da nun die Verkleinerung des Zahl- 
werthes einer Zahl nicht über Null hinausgehen kann, so 
werden wir bei fortfahrender Verkleinerung von 6 einmal 
zu einer Form a'u^ + 2Vuv -{- c'v^ gelangen müssen, in 
welcher eine weitere Verkleinerung von V nicht mehr 
möglich ist; es wird dann folglich weder 26' :> a', noch 
26' > c' möglich sein. 

Um die Form au^ -}- 2buv -}- cv^ in UQU^-^^b^uv-^ c^v^ 
so zu transformiren, dass 6^ kleiner als Ъ werde, mag а 
die kleinere der beiden Zahlen a, с sein (falls a, с einan- 
der gleich sind, kann jede von ihnen ohne Unterschied 
gewählt werden) und mag diejenige ganze Zahl, welche 

von — nicht um mehr als um i differirt, mit m bezeich- 

net werden. Man wird offenbar für m diejenige ganze 
Zahl zu setzen haben, welche durch die Division von Ъ 
durch а erhalten wird, falls der verbleibende Rest nicht 
grösser als ^a wird; im entgegengesetzten Falle wird 
man für m die um 1 vermehrte Zahl setzen, welche bei 
der Division von b durch а erhalten wird. Setzen wir 
nun in au^ + 2buv + cv^ für и den Werth aus 

w + mv =i ü 
ein, so erhalten wir 

a([7— wt;)^ + 2b{U—mv)v -j- cv^, 
oder 

aZ7^4-2(6— am) Г7г; + (c— 26m+ am^)t?^ 

Man kann sich leicht überzeugen, dass diese Form 
der ursprünglichen au^ -]- 2buv -{- cv^ ähnlich ist und, dass 
der Coefficient von Uv kleiner als 26 wird. Denn die 
Determinante der transformirten Form ist 

(6— am)^—a(c— 26m -|- am^) = 6*— ac, 

also gleich der Determinante der ursprünglichen Form. 
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Andererseits wird 

2(b— am) = 2a ( wj, 

da ( mj, nach Voraussetzung ^ nicht übertrifft, eine 

Zahl sein, welche а nicht übertreffen kann, folglich klei- 
ner als 2b sein muss ; weil wir ja von einer Form 

handeln, in welcher 2b eine der Zahlen a, oder с über- 
trifft und dabei haben wir а gleich c, oder kleiner als с 
angenommen. 

Folglich wird wirklich der mittlere Coefficient der 
erhaltenen Form 

alP + 2{b-am)Uv + {c-2bm + am^)v^ 

kleiner sein als der entsprechende Coefficient in der ur- 
sprünglichen Form 

au* + 2buv + cv*. 

Uebertrifft der mittlere Coefficient der transformirten 
Form einen der Coefficienten ihrer äussern Glieder, so 
werden wir auch diese Form vom Neuen ebenso iaransfor- 
miren, wie wir die ursprüngliche 

au* -{- 2buv -\- cv* 

transformirt haben und werden solche Transformationen 
solange wiederholen, bis wir zu einer Form gelangen, 
bei welcher eine derartige Transformation nicht weiter 
möglich ist; der mittlere Coefficient dieser letzten Form 
wird also keinen der äussern Coefficienten übertreffen. 

[Man braucht kaum zu bemerken, dass die Anzahl 
der dabei nöthigen Transformationen immer eine endliche 
sein wird, da der mittlere Coefficient, der als endliche 
ganze Zahl vorausgesetzt war, durch jede Transformation 
offenbar immer um eine ganze Zahl kleiner wird und un- 
ter Null nicht herabsinken kann, weil nach obiger An- 
merkung es sich hier immer um das Kleinerwerden des 
Zahlwerthes, ohne Rücksicht auf das Vorzeichen, handelt.] 
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Beispiel. Es mag die Form 

Qu* + lOuv + Qv* 

gegeben sein, deren mittlerer Coefficient beide äusseren 
Coefficienten übertrifft und deren kleinster Coefficient 
3 ist. 

Um diese Form zu transformiren , suchen wir dieje- 
nige ganze Zahl, die von | nicht um mehr als ^ differirt. 
Diese Zahl ist offenbar 2 und wir setzen daher 

M + 2v «= U. 

bdem wir daraus den Werth von w in die gegebene Form 
einsetzen, erhalten wir 

Q{U—2vy+10{ü—2v)v + 6v\ ' 

oder, ausgerechnet und nach ü und v geordnet : 

QlP—2Uv—2vK 

In dieser Form übertrifft der mittlere Coefficient kei- 
nen der äusseren Coefficienten; sonst würden wir vom 
Neuen transformiren. 



Mit Hülfe des ebenbewiesenen Lehrsatzes sind wir 
nun im Stande folgende Lehrsätze zu beweisen. 

67. Lehrsatis, Ist die Determinante einer Form 

aw*-|- 2buv -|- eo^ 

eine positive Zahl D, so kann die 
Form auf eine solche 

a,w*+ 2b^uv — CjV* 

gebracht werden у wobei in 

a,c, + bl = D 

die Zahlen a,, c^, positiv und nicht 
kleiner als 2b^, während 6, nicht grö- 
sser ais l/^ ist. 

Beweis. Nach dem vorhergehenden Lehrsatze kann 
die Form au* + 2buv + cv* in eine 

a^u* -f 2b^uv + c^v^ 
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transformirt werden, in welcher 26^ im Zahlwerth. weder 
a,, noch Co übertrifft; dabei wird die Determinante der 
transformirten Form, welche der ursprünglichen ähnlich 
sein soll, denselben Werth D haben; folglich ist 

Ъ\ — а,с^ = D, 

Ist aber, wie wir in unserem Lehrsatze voraussetzen, 
D > 0, so sagt die letzte Gleichung aus, dass die Diffe- 
renz 

eine positive Zahl ist, was nicht möglich sein kann, wenn 
«1 und Cq gleiches Vorzeichen haben; weil dann das Pro- 
duct u^Cq eine positive Zahl wird, welche b] übertrifft, da 
der Zahlwerth von a^ und c^ nicht kleiner als 21^ war. 
Somit müssen die äussern Coefficienten der Form 

a^u^-\- 2b^uv + CqV^ 

entgegengesetzte Vorzeichen haben. Nehmen wir an, das 
Glied a^u^ sei dasjenige, welches das Vorzeichen + hat 
und somit hat c^^v^ das Vorzeichen — . Bezeichnen wir 
mit Cj den Zahlwerth von c^, so erhalten wir c^ = — c^, 
wodurch die Form 

mit der Determinante 

in die Form 

a^u^ + 2biUv — c^v^ 

mit der Determinante 

bl+a,c, = D 

übergeht. Nach der Beschaffenheit der Coefficienten 

ist aber 

a^ nicht <: 26^ , c^ nicht <: 2b, 

wodurch aus der Gleichung 

sich ergiebt: 

D nicht <: b\ + 26, . 2ft, ; d. h. D nicht <: BftJ, 

16* 
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folgUch 

Ъ, nicht > \JR. 

Die Coefficienten der Form 

a^u^ + 2b^uv — c^v^ 

welche durch Transformation ans der gegebenen Form 

au^ + 2buv -f- Gü^ 

hervorgegangen ist, unterliegen also gleichzeitig den Be- 
dingungen 

Ъ\ + a^Cy^ = D; a^ nicht <: 2b^] c^ nicht <: 2b^ 
und 

Ъ, nicht > ^1 , 

was zu beweisen war. 

58. Lehrsatz. Ist die Determinante einer Form 

av? + 2bwo -|- cv* 

ешв negative Zahl — D, 50 kann die 
Form auf eine solche 

a^u^ + 2b^uv + c^v^ 

gebracht werden^ wobei in 

a^c^ — b\ = D 

ttj und Cj gleiches Vonseichen haberb 
und nicht Meiner ah 2b ^ sind, wäh- 
rend ftj die Grösse 

D 

nickt übertrifft. 
Beweis, Wir haben bereits gesehen, dass die Form 

au^ -|- 2buv + cv^ 
in eine andere ' 

a,w* + 2biUV + c^v^ 

transformirt werden kann, wobei 2b^, weder a,, noch c^ 
übertreffen wird; dabei hat die Determinante der trans- 
formirten Form, da letztere der ursprünglichen ähnlich ist, 



v^ 
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denselben Werth — D wie die Determinante der ursprüng- 
lichen Form; folglich ist 

Diese Gleichung, in welcher D eine positive Zahl ist, 
setzt aber voraus, dass a^ und c^ gleiches Vorzeichen ha- 
ben. Indem wir nun berücksichtigen, dass weder a^ noch 
Cj kleineren Zahlwerth als 2bi besitzen, leiten wir aus 
der letztgenannten Gleichung die Bedingung 

2Ъ,.2Ъ,—Ъ1 nicht > D, 
oder 

гЪ\ nicht > D 
her; es ist also 

Ъ, nicht > \/ё. 

Nachdem wir den Lehrsatz bewiesen haben, constati- 
ren wir noch folgenden 

Zusatjs. In dem vorliegenden Falle Jcann die Farm 

a,w* + 2biUv + <^1^* 
nur flcmn eine positive Zahl darstellen^ wenn 
ttj positiv ist. 
Denn der Ausdruck a^u^ + 2biUv + c^v^ kann so ge- 
schrieben werden: 

n(u^^2-'uv + ^v*), 

also auch 

welcher Ausdruck, auf. Grund von 

Ъ1 — а,с^ = — D, 
in 

'■[(.' +Ь)'+И 

übergeht. 

Ist nun a, negativ, so kann dieser Ausdruck keinen 
positiven Werth annehmen , da D > und die Quadrate 

\u -\ — -vj , f — ) keine negativen Werthe zulassen. 
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§ 46. Ueber die Darstellbarkeit der Theiler von 
durch quadratische Formen. 

Nachdem wir die Haupteigenschaften der quadrati- 
schen Formen, welche wir in der Folge nothwendig brau- 
chen, gezeigt haben, wenden wir uns wiederum zu den 
Theilern der Form von der Grestalt x^ ± Ay^ und wollen 
folgenden Lehrsatz bewrisen. 

69. Lehr säte. Jeder Theiler einer Form 

x^ — dy* 

hmn immer durch eine quadratische 
Form dargestellt werden^ welche die 
Determinante d besitzt. 

Beweis, Sei M ein Theiler der Form x^ — dy* und 
Q mag den Quotienten bei der Division von x^ — dy^ durch 
M darstellen; man erhält dann 

x^—dy^ :=^ M.Q. 

Es müssen hier у und Q Zahlen sein, welche relativ 
prim zu einander sind; weil, nach dieser Grieichung jede 
Primzahl, welche zugleich у und Q theilen würde, zugleich 
auch X theilen müsate. Letzteres ist aber unmöglich, da 
wir in der Form x^ — dy^ immer x und у als relativ prim 
zu einander voraussetzen. 

Ist aber у relativ prim zu Q, so wird die Congruenz 

yt = X (mod. Q) 

eine Lösung besitzen; es wird sich also immer eine Zahl 
t derart bestimmen lassen, dass die Differenz yt^^x durch 
Q theübar werde. Setzten wir den Quotienten dieser Di* 
Vision gleich м, so erhalten wir 

woraus sich ergiebt 

X = yt—uQ. 

Setzt man diesen Werth von ^ in die obige Gleichung 

x^—dy^ = MQ 
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еШ; so erhält man 

(yt-uQY-dp^ = MQ, 
oder 

Q^u^—2Qytu + {t'—d)y^ = MQ. 

Nach Division durch Q erhält man aus dieser Glei- 
chung 

M= Qu^-2iftu + ^^~9*, 

wobei t^ — d durch Q theilbar sein muss, weil diese Glei- 
chung die Theilbarkeit von (t^ — d)p* durch Q offenbar 
voraussetzt, während у relativ prim zu Q ist. 

Aue dieser Gleichung ersehen wir , dass der Theüer 
M von X* — dy* durch die quadratische Form 

dargestellt ist, deren Coef&cienten 

sind und somit ist die Determinante dieser quadratischen 
Form 

was zu beweisen war. 

Mit Hülfe dieses Lehrsatzes und Berücksichtigung 
der oben bewiesenen Eigenschaften der quadratischen For- 
men kann man leicht folgende Lehrsätze beweisen. 

60. Lehrsatz, Ein Theüer van x^ — Dy* hann, wenn 

D > 0, durch eine Form 

au* + ^buv — cv^ 

dargestellt werdeny in welcher 

b^^ac = D, 

die Zahlen a, с positiv und nicht Tdei^ 
ner als 2b sind^ während Ъ die Zahl 

1 

nicht i4bertnfft. 



fi 
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Beweis, Nach dem vorhergehenden Lehrsatze kann 
man jeden Theiler von x^ — Dy* durch eine Form 

darstellen, deren Determinante 

b^—ac = D 

ist. Nun kann eine solche Form, nach Lehrsatz 57, im- 
mer auf die Gestalt 

gebracht werden, in welcher a, b, с der Gleichung 

b^' + ac = D 
genügen, während die Zahlen a, с positiv und nicht klei- 
ner als 2b sind und b nicht die Zahl i/zi übertrifft. So- 

V 5 

mit ist unser Lehrsatz bewiesen. 

61. Lehrsatis, Ein Theiler von x^ + Dy* Ыпп^ 

wenn D > 0, durch eine Form 

av? + 2bw«^ + ^^ 
dargestellt werden^ in welcher 

ac—b^ = D, 

die Zahlen a, с positiv und nicht Mei- 
ner als 2&, während b die Zahl 

nicht übertrifft. 
Beweis. Nach Lehrsatz 59, kann jeder Theiler von 

x^ + Dy^ 
durch eine quadratische Form 

au^ + 2buv + cv^ 

dargestellt werden, deren Determinante — D ist. Eine 
solche Form kann aber, nach Lehrsatz 58, dahin gebracht 
werden, dass zugleich mit der Bedingung ac — b^ = D 
auch die Bedingungen erfüllt werden, dass der Zahlwerth 

von a, с nicht kleiner als 26, während b die Zahl l/=l 

nicht übertrifft. Dabei müssen a, с nach demselben Lehr- 



i- 
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satze, gleiches Vorzeichen haben; dieses Vorzeichen kann 
aber in unserem Falle nicht — sein, da dann die Form 

nach Zusatz zu Lehrs. 58, keine positiven Werthe an- 
nehmen könnte. Somit ist unser Lehrsatz bewiesen. 

Auf Grund der eben bewiesenen Lehrsätze kann man 
nun zeigen durch welche quadratische Formen alle Thei- 
1er einer gegebenen Form 

dargestellt werden können. Einige Beispiele sollen dieses 
näher erläutern. 

Beispiele. 1) Es sei die Form x^ + У* gegeben. 
Nach Lehrsatz 61 werden die Theiler dieser Form durch 
quadratische Formen von der Gestalt 

dargestellt werden, wobei ac — b* = 1, während а und с 

positiv und nicht kleiner als 2b und Ь nicht grösser als у -ö * 

Aus der letzten Bedingung folgt 6 = und aus der 
Gleichung ac — 6^ == 1 ergiebt sich dann ac = 1, woraus 
für а und c, welche beide > sein müssen, folgt 

а == 1 ; с = 1. 

Folglich erhalten wir den Satz : 

AUe Theiler der Form x^ -}- y*, werden durch die 
Form tt* + v^ dargestellt. 



2) Es sei die gegebene Form x^ + 2y*. Auf Grund 
desselben Lehrsatzes 61 können die Theiler dieser Form 
durch Formen von der Gestalt 

dargestellt werden, wobei ac — b^ = 2, während a, с po- 
sitiv und nicht kleiner als 26 und Ъ nicht grösser als у -q- 

Aus der Bedingung Ь nicht > у ö- folgt 6 = 0; 
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dann geht ac — b* == 2 in oc = 2 über. Da nun o, с 
positiv sein müssen, so kann die letzte Gleichung nur 
entweder für а = 2; с = 1, oder а = 1; с = 2 er- 
füllt werden; der ersten Annahme entspricht die Form 
2w^ + г?', der zweiten u^ + 21?'. Diese beiden Formen 
sind abet einander identisch und somit haben wir den 
Satz: 

Alle Theüer der Form x^ + 2y* werden durch eine 
Form u^ -f- 2t;* dargestellt 



In ganz analoger Weise beweist man folgende Sätze : 

3) Alle Theüer der Form x^ — y* werden durch die 
Form u^ — t?* dargestellt. 

4) Alle Theüer der Form x* — 2y* werden у entweder 
durch u* — 2t;*, oder durch die Form 2м* — v* dar- 
gestellt. 

Б) Alle Theüer von x* — 3y* werden entweder durch 
w* — 3v* oder durch 3w* — v^ dargestellt. 

6) Als etwas complicirteres Beispiel mag die Form 
ж* — 21y* dienen. 

Nach Lehrsatz 60 werden die Theüer dieser Form durch 
quadratische Formen von der Gestalt 

Ott* + 2buv — et;* 
dargestellt, in welcher a, b, с positiv und die Bedingungen 

6 nicht >y^; ac + b* = 21 

erfüUen. 

Die erste Bedingung definirt alle möglichen Werthe 
von b] es kann nämlich Ь nur einen der drei Werthe 

Ь = 0, 1, 2 

haben. Indem man nun in ac + i* = 21 für Ъ nach ein- 
ander die drei möglichen "Werthe setzt und berücksichtigt, 
dass a, с grösser als und nicht kleiner als 26 sind, jBn- 
det man alle möglichen "Werthe, welche a^b^c in derjenigen 
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Form au^ -f 2buv — cv* annehmen können, welche die Thei- 
1er von x^ — 21y^ darstellen soll. 

Setzen wir z. B. zunächst 6 = 0, so folgt ac = 21, 
welche Bedingung nur durch folgende Werthepaare erfüllt 
werden kann : 



а = 1 
с = 21 



о = 21 
с = 1, 



а = 3 о = 7 

с = 7 с = 3 

welche alle zugleich die Bedingungen 

а und с > und nicht <: 2b, wo 6 = ist, 

erfüllen. 

Setzen wir 6 = 1, so erhalten wir (W + 1 = 21, 
also ac = 20, woraus die "Werthepaare für a, с 



a= 1 


а = 2 


а = 4 


а = б 


а = 10 


о — 20 


с = 20 


с = 10 


с = б 


с = 4 


с = 2 


с = 1 



folgen. 

Erstes und letztes Werthepaar genügen aber nicht 
der Bedingung a, с nicht <: 2b, da Ь = 1 ist. Polglich 
bleiben für 6 = 1 nur die Möglichkeiten 



а = 2 

с = 10 



а = 4 

с = б 



а = б 
с = 4 



а = 10 
с = 2. 



Setzen wir endlich 6 = 2, so erhalten wir ac = 17, 
folglich entweder а = 1; с = 17, oder а = 17; с = 1. 
Beide Werthepaare sind aber unmöglich, da hier 26 = 4 
in der ersten Annahme a, in der zweiten с übertreffen 
würde. 

Somit müssen alle Theiler von rr* — 21y* durch irgend 
welche der folgenden Formen sich darstellen lassen : 

2м* + 2uv—10v*] 4м» + 2мг;~ 6t;«; бм* + 2Mt; — 4!?%- 

10u^ + 2uv—2vK 

Da die erste und die letzte in der zweiten Ileihe: 
2m« + 2mv — lOv*; 10m* + 2мг; — 2t;* nur gerade Zahlen 
darstellen können, so sieht man zugleich, dass alle unge- 
raden Theiler von ж* — 21y« nur durch die Formen 
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w«— 21t;2, 3u'—7v^, 7u^—Sv\ 21u^—v^', 
4ti* + 2wt7 — 6v^j bu^ + 2w^ — 4v^ 

dargestellt werden können. 

7) Es sei die Form x'^ + 26y* gegeben. 

Die Theiler dieser Form werden, nach Lehrsatz 61, 
durch quadratische Formen 

au^ + 2buv + cv* 
dargestellt, wobei 



/2в 
Ъ nicht > V "ч"» ^ — ^^ = 26; а und с nicht 



26. 



Die erste Ungleichung zeigt, dass b nur einen der 
drei Werthe 

Ь = 0, 1, 2 

haben kann. 

Setzt man & = 0, so ergeben sich für a, с die Be- 
dingungen 

ac = 26; а und e nicht <: 0. 

Diese Bedingungen führen auf eine der Annahmen : 



а = 1 

€ = 26 



а = 13 
с = 2 



а = 26 
с= 1, 



а = 2 

с = 13 

welche die Formen 

«i^ + 26t?2; 2w2 + 13t?^ 13w« + 2t;%- 26«*^ + 1;« 

ergeben. Von diesen sind aber die erste und die letzte 
unter einander, ebenso wie die beiden mittleren Formen 
untereinander identisch. Es bleiben also für & = nur 
die zwei verschiedenen Formen 

w« + 26t;«, 2m» + 13i;« 
möglich. 

Setzt man Ъ = 1, so erhält man für a, с die Bedin- 
gungen: 

ac = 27; а und с nicht <: 2. 

Die erste Bedingung erfüllen: 



а — 1 


о — 3 


а = 9 


а = 


27 


с = 27 


с = 9 


с = 3 


с — 


1. 
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Die erste Annahme genügt aber nicht der Bedingung 

а nicht < 2, 
während die letzte Annahme der Bedingung 

с nicht <: 2 

nicht genügt; und es bleiben somit für 6 = 1 nur die 
beiden Formen 

Su^ + 2uv + 9г;2, 9w» + 2uv + 3t;* 

welche übrigens einander identisch sind. 

Setzt man endlich 6 = 2, so ergiebt sich 

ac = 30 ; а und с nicht <: 4. 
Die Gleichung ac = 30 befriedigen die Annahmen 

а = 10 
c= 3 



a= 1 


а— 2 


0— 3 




а — 5 


а — 6 


с = 30 


с = 15 


с = 10 


с — 6 


с = б 




= 15 


о — 30 








с— 2 




с— 1. 





Indess genügen die drei ersten nicht der Bedingung 

а nicht <: 4, 

während die drei letzten der Bedingung 

с nicht <: 4 

nicht genügen. Es bleiben also nur die beiden mittelsten 
Annahmen möglich, welche die beiden einander identischen 
Formen 

ergeben. 

Somit erhält man im Granzen nur die vier verschiede- 
nen quadratischen Formen 

u^ + 26v^i 2w2 + 13t;2 
3w* + 2uv + 9t;* ; 5tt* + 4uv + 6v^ 

übrig, durch welche man die Theiler der Form 
darstellen könnte. 
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So haben wir auf Grund der oben bewiesenen Lehr- 
sätze gezeigt, wie man alle quadratische Formen herleiten 
kann, welche die Theiler von 

darstellen. 

Daraus folgert man in Bezug auf die Auflösung einer 
Gleichung von der Gestalt 

viele merkwürdige Sätze, welche einen Gegenstand der 
Untersuchung für die Theorie der unbestimmten Glei- 
chungen höheren Grades ausmachen. 

Hier wollen wir die quadratischen Formen der Thei- 
ler von 

x^ ± Dy^ 

dazu benutzen, um die linearen Theiler zu bestimmen. 
Wie man die linearen Theiler der quadratischen Form 

x'±Dy^ 

bestimmt, wenn Z) eine Primzahl ist, haben wir oben be- 
reits gezeigt; jetzt wollen wir nun zeigen, wie man die 
Theiler derselben Form bei beliebiger Bedeutung von D 
finden kann, gleichviel, ob D eine Primzahl, oder zusam* 
mengesetzte Zahl ist. 

Wir nehmen dabei an es sei Z) nicht durch das Qua- 
drat irgend einer Zahl theilbar; eine Annahme welche 
jedoch keine Beschränkung der Allgemeinheit ausmacht. 
Denn wenn D =^ D^k^ ist, so verwandelt sich die Form 

x^ ± Dy* in x^ ± D,kY = x^± D,(kyy, 
folglich in 

wobei У1 = Tcy gesetzt wurde. Auf diese Weise können 
wir, bei der Betrachtung der Theiler einer Form 

x^ ± Dy^ 

die quadratischen Factoren von D weglassen; dadurch 
werden uns für die Untersuchung nur solche Formen 
X* ± Dy^ übrig bleiben , in welchen D nicht durch das 
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Quadrat irgend einer Zahl • theilbar ist. Mit der Auf- 
suchung der Theiler solcher Formen wollen wir uns nun 
mehr beschäftigen. 



§ 47. Ueber die Bestimmung der linearen Theiler einer Form 
x^ ± Dy* mit Hülfe quadratischer Formen. 

Bevor wir zeigen werden, wie man aus den quadrati- 
schen Formen der Theiler die linearen Theiler herleiten 
kann, wollen wir noch folgende Lehrsätze in Bezug auf 
eine quadratische Form au^ -j" 2bwt? + cv^ beweisen. 

62. Lehr säte, Ist die Determinante d einer quadra- 
tischen Form 

Ott* + 2Ьмг? + cv^ 
eine Zahl, welche durch kein Quadrat 
theilbar ist у so kann man eine Zahl 
а derart bestimmen^ dass 
а + 26« + <^^ 
0U d relativ prim wird. 
Beweis. Es sei ш der grösste gemeinsame Theiler 
von с und Й; diese Zahl ш kann keinen quadratischen 
Factor enthalten, da d durch kein Quadrat theilbar ist. 
Aus der Bedeutung von d erhalten wir 

b^ — ac = dj 

woraus folgt, dass ш, als gemeinsamer Theiler von с und 
d, ein Theiler von b* und somit, nach Lehrsatz 6, auch 
ein Theiler von b sein muss. 

Wir wollen nun beweisen, dass 

1) eine Zahl а gefunden werden kann у für welche 

ia + b 

Ю 

relativ prim eu — wird; 

2) eine solche Zahl а macht 

• a + 2ba + ca* 

relativ prim eu d. 



256 Kap. Vn, § 47. 

Von der Richtigkeit der ersten Behauptung überzeugt 
man sich leicht, wenn man bemerkt, dass wenn Ь durch 
den grössten gemeinsamen Theiler ш von с und d theilbar 
ist, nach Lehrsatz 19, eine Zahl а gefunden werden kann, 
welche die Congruenz 

ca -{' Ъ = Ю (mod. d) 

befriedigt, welche die Theilbarkeit von 

ca -\- Ъ — Ш 

durch d aussagt. Bezeichnet man den Quotienten dieser 
Division mit Nj so erhält man 

ca + Ъ — Ш 



d 



^ N, 



woraus folgt: 



^ + * = l + J^^; 



CD CD 

in dieser Form ist es augenscheinlich, dass die Zahlen 

ca + Ь , d 
^ — und — 

CD CD 

relativ Prim zu einander sind. 

Um die zweite Behauptung zu beweisen, bemerken 
wir, dass der Ausdruck 

а + 26« + ca^ 

so geschrieben werden kann: 

ca + by b^—ac 



CD 



(o^J). 



CD 



С 
CD 



und, mit Benutzung von b^ — ac = d, auch so: 

L \ Ю У CDJ CD' 

Es ist nun die Zahl d als Product zweier Factoren 



— und CD, also: 

Ш 



CO ' 



1 
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darstellbar, welche keinen gemeinsamen Theiler haben 
können, da d durch kein Quadrat theilbar ist. Dabei ist 

— , auf Grrund der oben bestimmten Eigenschaft von a, 

relativ prim zu — ^^, woraus folgt, dass weder cd, noch 

d . . ® . . 

— einen gemeinsamen Theiler mit 

besitzen kann; weil die in ш enthaltenen Primzahlfactoren 
Theiler von ш ( — ^t« ) tmcl keine Theiler von — , 

\ Ю / Ю 

während die in — enthaltenen Primzahlfactoren, umgekehrt, 
Theiler von — und keine Theiler von ш ( — ^^^^ ) 

Ю \ CD / 

sind. Somit ist ш ( — ^^) ^^^ folglich auch 



с 
m 



relativ prim sowohl zu — , als auch zu ш und daher zu 
ihrem Producte d, was wir beweisen wollten. 



Beispiel. Wir wollen eine Zahl а finden, für welche 
die Zahl 

3 + 2 . 21« + 217«« 

relativ prim wird zu 

2P — 3.217 = —210. 

Indem wir bemerken, dass 7 der grosste gemeinsame 
Theiler von 217 und 210 ist, erhalten wir für die Be- 
stimmung von « die Bedingung, dass 

217« 4-21 ^^ . о 1 ^. • 210 «л 

J^ = 31« 4- 3 relativ pnm zu -y- = 30 

Tchebyscheff, Zahlentheorie. 17 
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werde. Dieser Bedingung kann man, wie wir gesehen 
haben, durch eine Lösung der Congruenz 

217« + 21 = 7 (mod. 210) 
genügen. 

Indess kann man in diesem Falle, wie auch in den 
meisten Fällen überhaupt, die Zahl а leicht durch Pro- 
bieren verschiedener Zahlen jBnden. So finden wir z. B. 
dass а = — 2 den Ausdruck 31a + 3 in eine Zahl ver- 
wandelt, welche relativ prim zu 30 ist und somit wird 
auch 

3 + 2 . 21« + 217«^, für а = —2, 
relativ prim zu 210. 



Auf Grund des bewiesenen Lehrsatzes kann man so- 
mit für jede quadratische Form 

au^ + 2buv + cv* 

eine Zahl а finden, welche den Ausdruck 

а + 2ba + ca^ 

relativ prim zu der Determinante der Form macht. In- 
dem wir die Zahl а so bestimmen, sind wir nun im Stande : 
durch die Substitution 

V — au = V 
die Form 

au^ + ^buv + cv^ 
in eine andere 

(a -f 2Ъа + са^)и^+2{Ь + ас)иГ + cP 

jsfu verwandeln, in welcher der Coefficient des ersten 
Gliedes 

а -f- 26« 4" ^^^ 
relativ prim zu der Determinante d ist 
Tragen wir, in der That, anstatt v den Werth 

V = au -]- V 
in 

ow* + 2buv -\- cv^ 
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ein, so erhalten wir: 

au" + 2Ъи{аи + V) + c{au + F)" = 
(a 4- 26« + ca»)M» + 2(6 + ac)uV + cP, 

wobei der Coefficient (a -f- 26« + c«') des ersten Griiedes, 
nach Voraussetzung, relativ prim zur Determinante d ist. 



Beispiel. Um 

3w' + 2 . 21 wv + 217t;> 

in eine Form zu verwandeln, in welcher der Coefficient 
des ersten Gliedes relativ prim zu ihrer Determinante 210 
werde, bestimmen wir « so, dass 

3 + 2. 21« + 217«» 

zu 210 relativ prim werde. Wie wir oben gesehen haben 
genügt « = — 2 dieser Bedingung. Wir brauchen also 
nur 

v-\-2u = V 
zu substituiren, also 

V = F— 2m 
in 

Зм» + 2.21мг? + 217г;' 

zu setzen. Wir erhalten dadurch 

3w' + 2 . 21«i(F— 2m) + 217(F— 2m)» = 
787 m»— 826mF+ 217 P 

Auf diese Weise haben wir die Form 

3m» + 2 . 21мг? + 217 v» 

allerdings in eine complicirtere 

787m» — 826mF+ 217 F» 

verwandelt. Indess hat die letztere Form den Vorzug, 
dass der Coefficient von м» relativ prim zur Determinante 
ist. Diese Eigenschaft wird uns zur Erleichterung der 
Bestimmung der linearen Theiler einer Form dienen, in- 
dem wir jetzt von jeder quadratischen Form voraussetzen 
können, dass der Coefficient des ersten Gliedes relativ 
prim zu ihrer Determinante ist. Unter dieser Voraus- 

17* 
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Setzung wollen wir folgende Lehrsätze in Bezug auf qua- 
dratische Formen beweisen. 

63. Lehrsatz. Ist in einer quadratischen Form 

au^ + 2buv + cü' 

der Coefficient а des ersten Gliedes 
relativ prim zur Determinante 

6* — ac == d, 

so kann man eine Zahl l bestimmen^ 
welche die Congruenz 

aw"+ äbwv -j- et?' = aP+ 2Ь? + с (mod. д) 
befriedigt. 

Beweis. Ist а relativ prim zu й, so kann man die 
Congruenz 

a{au^ -f 2buv + cv^) = a(aP + 2Ы + c) (mod. d) 

durch а dividiren, so dass jede Zahl, welche diese Con- 
gruenz befriedigt, auch unsere gesuchte Congruenz 

aw* + 2bwi7 + cv^ = аГ -{- 2Ъ1 + с (mod. d) 
befriedigen muss. Die zu Hülfe genommene Congruenz 

а (au' + 2b«it? + cv') = a{al' + 2fti + c) (mod. d) 
kann man aber so schreiben: 

(au + bvy — (b''-ac)v' = (al + 6)«_(b«_ac) (mod. d) 
und diese geht, mit Berücksichtigung von. 

b' — ac == d, 
in die Congruenz 

(au -f bvy = (al + Ь)^, (mod. d) 
über, welche befriedigt wird, wenn 

al -{- b = au -\- bv (mod. d) 

ist. Die letzte Congruenz ersten Grades in Bezug auf l 
hat aber immer eine Lösung, weil der Coefficient а von l 
relativ prim zum Modul d ist. Dadurch ist der Lehrsatz 
bewiesen. 



Kap. VII, § 47. 261 

Auf Grund dieses Lehrsatzes scbUessen wir, dass 
wenn für die verschiedenen Werthe von l die zugehörigen 
Werthe von aP + 2 b? + с nach Modul d den Zahlen 

congruent sind, so sind denselben Zahlen auch die ver- 
schiedenen "Werthe von au^ + 2bwt; + ^' congruent. Die- 
ses heisst doch aber so viel, als : jede durch diese quadra- 
tische Form darstellbare Zahl muss durch eine der linearen 
Formen 

dm -{• r^, dm + ^2 > • • м dm -^ r^ 
darstellbar sein, wobei m eine beliebige Zahl ist. 

Was nun die Zahlen r^, r,, . . ., r» betrifft, denen 
alle möglichen Werthe von oZ* + 2&i + с nach Modul d 
congruent sein sollen, so kann man dieselben dadurch fin- 
den, dass man diejenigen Zahlen aufsucht, welche diesem 
Ausdruck nach d congruent sind, wenn man l die Werthe 

г = 0, 1, 2, , d—1 

ertheilt. Weil alle übrigen Werthe von сЛ^ -{-211 -^ с 
den diesen Werthen von l entsprechenden congruent sein 
werden. 

Somit werden wir für die Darstellung aller durch 

au^ + 2buv -j- cv^ 

definirten Zahlen die linearen Formen 

dm + ^i> dw-f-r,, . . ., dm -\- Гп 
erhalten. 

Jede dieser Formen kann aber in vier verschiedene 
zerlegt werden, je nachdem m eine von den Gestalten 

4ier, 4:0 + 1, 4;sr + 2, 4^ег + 3 

hat. So ergeben sich aus der ersten dm -|- r^ der obigen 
Formen folgende vier : 

4de + r^, Ue + d + r^, 4d£f-f 2d + r,, 4de+bd-\-r,. 

Wir wollen nun zusehen, welche von diesen Formen 
wegzulassen sind, wenn wir uns auf die ungeraden Werthe 
von 

au^ + 2buv + cv^ 
beschränken. Wir beginnen mit einem ungeraden d. 
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Bei ungeradem d werden unter den vier Zahlen 
r,, d + r,, 2Й + Г,, Sd + r, 

zwei gerade und zwei ungerade sein (vgl. Lehrsatz 10). 
Indem wir uns also auf die ungeraden Werthe von 

beschränken, haben wir unter den vier Formen 

Ade + r,, 4й-ег + d + r,, 4djsf + 2d + r^, 4d£f + 3d + r 

solche zwei wegzulassen, in welchen die £i nicht enthalten- 
den Glieder gerade Zahlen sind. Es bleiben uns dann 
für die ungeraden Werthe der quadratischen Form zwei 
lineare Formen übrig, von denen die eine Zahlen von der 
Grestalt 4ш + 1, die andere Zahlen von der Gestalt 4m -f- 3 
liefern wird. (Vgl. § 44). 

Von diesen zwei linearen Formen werden wir dann 
eine oder beide beibehalten, jenachdem die quadratische 
Form 

au^ + 2buv + cv^ 

lauter Zahlen von der Gestalt 4m + 1 oder lauter 4m + 3, 

oder beiderlei zugleich liefert. Dieses erfahren wir aber 
durch folgende Ueberlegung. 

Für и und V sind vier Annahmen möglich, nämlich: 



W = 25 

v = 2t 



w = 25 + 1 
v = 2t 



t* = 2s 

v = 2^ + 1. 



M = 25 + 1 
г; = 2^ + 1 

Tragen wir diese Werthepaare in die quadratische 
Form 

au^ + 2buv + cv^ 

ein, so erhalten wir die zugehörigen Resultate in vier 
folgenden Gestalten: 

AN, AN, + a, 4JV; + а + 2b + c, AN, + c, 
indem wir durch 

AN, AN,, AN,, AN, 

jeweils die Gesammtheit aller Glieder bezeichnen, welche 
den Factor 4 besitzen. 

Daraus ersehen wir, dass wenn keine der Ziahlen 
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а, с, а + 2Ь + с 

die Gestalt 4m + 1, oder die Gestalt 4w + 3 besitzt, 
auch die Form 

au* +• 2buv + cv^ 

nicht Zahlen von der entsprechenden Gestalt liefern kann. 

Wenden wir uns nun zu dem Falle eines geraden d. 
Ist d eine gerade Zahl, so werden alle vier Zahlen 

gleichzeitig, entweder gerade, oder ungerade sein. Im 
ersteren Falle wird die quadratische Form 

au^ + 2buv + cv^ 

überhaupt keine ungeraden Zahlen darstellen können. Im 
anderen Falle werden wir je nach dem Werthe der Zahlen 

r,, d + r,, 2d + r„ Sd + r, 

erfahren, welche von den vier Gestalten 

8m +1, 8m + 3, 8m + 5, 8m + 7 

die Zahlen 

4й^ + ^1) 4й^ + d + *"!> 4d-8f + 2d -)- r^, 4й;ег + 3d + rj 

aimehmen. Darnach erfahren wir dann auch, welche un- 
ter diesen wegzulassen sind, sobald wir feststellen welche 
von den viererlei Zahlen 

8m + 1, 8m -f3, 8m + 5, 8m + 7 

aus der quadratischen Form 

ow* -f- 2buv + cv^ 
erhalten werden können. 

Zu diesem Ende überlegen wir, dass wenn man die 



vier Annahmen über и und v 






и = 4s 


w = 4s 


M = 4s + 2 


и 


= 4s + 2 


v — 4t 


V = 4t + 2 


V = 4t +2 


V 


= 4< , 


welche für 


■ 






au^ + 


2buv + cv^ 







264 Kap. Vn, § 47. 

nur gerade Zahlen liefern, ausscMiesst, nur noch folgende 
fünf Annahmen über w, v übrig bleiben : 



u = 2s+l 
v = 2t+l 



и = 2^+1 
t; = 2^+2 



w = 4s+2 
t;=:2^+l 



г; = 2^ + 1. 



u = 2s+l 

Indem wir diese Werthe in 

au^ + 2buv + cv* 

eintragen, erhalten wir die entsprechenden Resultate in 
der Gestalt: 

82^ + a + 2b + c, SN,+a, 82V, + а + 4b + 4c, 

SN, + 4a + U + Cy SN, + Cy 

wenn wir mit 

8JV, SN,, 82V,, 82^3, 8JV, 

jeweils die Gesammtheit aller Glieder bezeichnen, die den 
Factor 8 besitzen. Zu solchen Gliedern gehören offenbar 
auch 

welche, wie man leicht sieht, durch 8 theilbar sind. 

Daraus folgt, dass die durch die quadratische Form 

au^ + 2buv -f- cv^ 
definirte Zahl nur dann eine der Gestalten 

8m + 1, 8m + 3, 8m + 5, 8m + 7 
annehmen kann, wenn unter den Zahlen 

a, Cf a + 2b + c, 4a + 4b + c, а + 4b + 4c 

eine von jener Gestalt sich befindet. Dadurch wird dann 
zugleich bestimmt, welche von den vier linearen Formen 

4:djs + r,, 4dsi + d + r„ Ые + 2d + r„ Ые + 3(1 + r^ 
die ungeraden Werthe von 

aw* + 2buv + cv* 

darstellen können, und welche dagegen ausgeschlossen 
werden müssen. 

Wir wollen dieses durch ein Beispiel erläutern. 

Beispiel. Wir haben oben gesehen, dass die unge- 
raden Theiler der Form x^ + 26 у ' nur durch die vier 
quadratischen Formen 
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!*• + 26t;', 2u' + 13t;», Зи' + 2ut; + 9t;", 6u' + 4«*t; + 6t;' 

dargestellt werden können. 

Um die linearen Formen der Theiler der ersten von 
den vier quadratischen Formen, nämlich u^ -f 26t;' zu be- 
stimmen, bemerken wir zunächst, dass in der letzteren 
der Coefficient von «г* keinen gemeinsamen Theiler mit 
der Determinante derselben besitzt. Man kann daher den 
Lehrsatz 63 anwenden, wonach man schliessen kann, dass 
alle Werthe von 

t*' + 26t;* 

nach Modul 26 denselben Zahlen, congruent sind, wie die 
Werthe von 

г + 26, 

welche ? = 0, 1, 2, . . . ., 26 entsprechen. Die kleinsten 
Zahlen, welche nach Modul 26 congruent sind 

0' + 26, l' + 26, 2*4-26, .... 25'+ 26, 

findet man, wenn man die Reste nimmt, welche nach Di- 
vision dieser Zahlen durch 26 verbleiben. Wir finden so 
dieselben : 

0, 1, 4, 9, 16, 26, 10, 23, 12, 3, 22, 17, 14, 13. 

Folglich müssen alle möglichen Werthe von t«' + 26 t;', 
indem sie diesen Zahlen congruent sind, in folgenden For- 
men darstellbar sein: 

26fn+ 0, 26m + 1, 26m + 4, 26m + 9, 26m + 16, 
26m + 25, 26m + 10, 26m + 23, 26m + 12, 26m + 3, 
26m + 22, 26m + 17, 26m + 14, 26m + 13. 

Unter diesen sind nur 

26m +1, 26m + 9, 26m + 26, 26m + 23, 26m + 3, 26m+17 

ungerade und relativ prim zu 26. Nur diese behalten wir 
daher bei. 

Indem wir nun 

m ^ 4:0, 4er + 1, 4^ + 2, 4;er + 3 
setzen, erhalten wir: 
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104;^+ 1, 104;^ + 27, 104;? + 63, 104;sr + 79, 

104;^+ 9, 104;^ + 36, 104^ + 61, 104;^+ 87, 

104^ + 26, 104;^ + 61, 104;^ + 77, 104;8г + ЮЗ, 

104^ + 23, 104-г + 49, 104^ + 76, 104^ + 101, 

104^+ 3, 104;^ + 29, 104^^ + 66, 104^+ 81, 

104^ + 17, 104;^ + 43, 104^ + 69, 104;^ + 96. 

Um dann zu entscheiden, welche von diesen 24 For- 
men beizubehalten und welche wegzulassen sind, haben 
wir noch die Frage zu beantworten: welche von den vier 
Gestalten 

8ni + 1, 8m + 3, 8m + 6, 8m + 7 

besitzen die durch u^ + 26 v* darstellbaren Zahlen. 
Wir haben gesehen, dass für die allgemeine Form 

ам* + 2buv + cv^ 
über diese Frage immer die Gestalt der Zahlen 

a, c, а + 2b + c, 4a + 4b + c, а + 4b + 4c 

entscheidet. Für unseren speciellen Fall w* + 26 v^ heis- 
sen nun diese Zahlen 

1, 26, 1+26, 4 + 26, 1 + 4 . 26. 

Unter diesen findet sich keine von der Gestalt 

8m + 6, oder 8m + 7. 

folglich müssen wir von den obengefundenen 24 Formen 
diejenigen weglassen, welche Zahlen von dieser Gestalt 
ergeben. Da nun 

63, 61, 77, 29, 101, 69 die Gestalt 8m + б 
und 79, 87, 103, 66, 23, 96 die Gestalt 8m + 7 

besitzen, so haben wir die 12 Formen 

104^+ 63, 104^ + 61, 104^^ + 77, 104^9 + 29, 
104^ + 101, 104^ + 69, 104^ + 79, 104.^ + 87, 
104^^ + 103, 104^ + 55, 104i? + 23, 104^^ + 96 

wegzulassen und behalten somit nur die 12 Formen: 

104^9+ 1, 104;9 + 27, 104;?+ 9, 104^^ + 35, 
104;9 + 26, 104^^ + 61, 104^ + 49, 104^ + 75, 
104^+ 3, 104^ + 81, 104 +17, 104 +43. 
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Indem wir uns nun zur Bestimmung der linearen 
Formen derjenigen Zahlen wenden, welche durch die zweite 
der obigen vier quadratischen Formen, nämlich 2u^ + 13t?* 
darstellbar sind, sehen wir zunächst, dass Lehrsatz 63 
hier nicht direct anwendbar ist, weil 2, der Coefficient 
von M^, nicht relativ prim zur Determinante — 26 ist. 
Wir müssen daher zuerst diese Form, nach der obenan- 
gegebenen Methode, transformiren. Da nun 2 der grösste 
gemeinsame Theiler von 2 und 26 ist, so suchen wir eine 
Zahl a, für welche 

2a + 

—2- = « 

relativ prim zu 26 werde. Dieser Bedingung gentigt 
а = 1. Um 2u^ + 13«;^ zu unserem Zwecke zu transfor- 
miren, brauchen wir also nur darin 

ZU setzen, wodurch unsere Form in 

15w2 + 26wF+13F2 

verwandelt wird. In dieser Form ist der Coefficient von 
u^ relativ prim zur Determinante — 26 und alle ihre 
Werthe sind, nach Lehrsatz 63, denjenigen Zahlen nach 
Modul 26 congruent, welche als Reste bei der Division 
von 

15 . 0« + 26 . -f 13, 15 . 1^ + 26 , 1 -f 13, 
15 . 22+ 26 . 2 + 13, ... ., 15 . 252+26 .25 + 13 

durch 26 verbleiben. Diese Reste sind: 

13, 28, 21, 18, 19, 24, 7, 20, 11,. 10, 5, 8, 15, 

und diesen Zahlen müssen also alle Werthe von 

lbu^ + 26uV+ldV^ 

nach Modul 26 congruent sein, d. h. sie können nur unter 
den Formen 

26m + 13, 26w + 28, 26m + 21, 26m + 18, 26m + 19, 
26m + 24, 26m + 7, 26m + 20, 26m + 11, 26m + 10, 
26m + 5, 26m + 8, 26m + 15, 26m + 

enthalten sein. Unter diesen 14 Formen liefern aber nur 
folgende 6: 
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26m + 21, 26w + 19, 26m + 7, 
26w -f 11, 26m + 5, 26m +■ 15 

ungerade Zahlen, welche relativ prim zu 26 sind. Nur 
diese 6 behalten wir daher bei und, indem wir für m die 
Werthe 

m = 4js, 4^ + 1» 4j? + 2, 4^ + 3 

setzen, erhalten wir aus den 6 genannten Formen fol- 
gende 24: 

104-^ -f 21, 104^ + 47, 104^ + 73, 104;? + 99, 

1(Ajs + 19, 104^ + 45, 104ir + 71, 104^ + 97, 

104-г + 7, 104^ + 33, 104:js + 59, 104-? + 85, 

104-? -f 11, 104-? + 37, 104^ + 63, 104^ + 89, 

104-?+ 5, 104-? + 31, 104-? + 57, 104-? + 83, 

104;? + 15, 104;? + 41, 104-? + 67, 104;? + 93. 

Es kann aber keine durch 

15w2 + 26wF+ 13 F2 

darstellbare Zahl die Gestalt 

8m + 1, oder 8m + 3 

haben, da keine der Zahlen 

15, 13, 15 + 26 + 13, 4 . 15 + 2 . 26 + 13, 

15 + 2 . 26 + 4 . 13 
die Gestalt 

8m + 1, oder 8m + 3 
haben kann. 

Es bleiben also für die Darstellung aller durch die 
quadratische Form 

15w» + 26mF+13F2 

definirten Zahlen, welche obendrein noch ungerade und rela- 
tiv prim zur Determinante sind, nur die 12 lineare Formen 

, 104^ + 21, 104;? + 47, 104;? + 45, 104;? + 71, 
104;?+ 7, 104-? + 85, 104;? + 37, 104^? + 63, 
104^ + 5, 104;? + 31, 104;? + 15, 104;? + 93. 

Von den vier oben angeführten quadratischen For- 
men 
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w« + 26t;*, 2м« + 13г;2; 
Qu^ + 2uv+ 9f?2, 6w2 + 4w«; + 6t?a, 

durch welche die Theiler von ж* + 26y* dargestellt wer- 
den sollen, haben wir bis jetzt nur die ersten zwei 

u' + 26г?^ 2t*» + 13v' 

behandelt. Um nun alle linearen Theiler von ж» + 26y' 
zu finden, müssen wir noch die linearen Formen für die 
Zahlen aufsuchen, welche durch die zwei quadratischen 
Formen 

3w» + 2uv + 9v\ 6tt* + 4uv + 6»' 

darstellbar sind. 

Man findet indess, dass sich dadurch keine neuen li- 
nearen Formen ergeben, dass vielmehr 

die für 3m» -h 2wv + 9t?» mit denen für м* + 26t;* 
und die für 6t«* + 4tuv + 6t?» mit denen für 2t«' + 13t;' 

übereinstimmen, die wir bereits gefunden haben. 

Resummiren wir nun die ganze Untersuchung, so fin- 
den wir alle ungeraden Theiler von 

x' + 26 y», 

welche relativ prim zu 26 sind, durch folgende 24 lineare 
Formen 

104i?+ 1, 104^+ 3, 104^+ Б, 104;^+ 7, 

104^ + 9, 104^ + 15, 104^ + 17, 104^ + 21, 

104^ + 25, 104;^ + 27, 104^ + 31, 104^ + 35, 

104^ + 37, 104^ + 43, 104^ + 46, 104^ + 47, 

104;^ + 49, 104^ + 61, 104^ + 63, 104^ + 71, 

104i? + 76, 104^ + 81, 104^ + 85, 104-^ + 93 

bestimmt. 



So kann man mit Hülfe quadratischer Formen die li- 
nearen Theiler von 

x' ± Bf 

in allen Fällen bestimmen, gleichviel, ob D eine Primzahl 
oder eine zusammengesetzte Zahl ist. 
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Um bei dieser Bestimmung überflüssiges Rechnen zu 
ersparen, wollen wir jetzt ein Mittel angeben, durch wel- 
ches man erkennen kann, ob zwei quadratische Formen, 
welche die Theiler von 

ж« ± By' 

darstellen, auf gleiche linearen Formen fuhren, wie dieses 
in dem obigen Beispiele mit 

w* + 26t;* und 3w' + 2мг? + 9t;S 
2w* -f 13t;* und 6tt* + 4мг? + 6г?' 

der Fall war. 

Zu dem Ende werden wir folgenden Lehrsatz be- 
weisen. 

64. Lehrsate, Sind 

au' + 2buv + сг;*, a,TP + 2b, UV+c.V^ 

zwei quadratische Formen der Theiler 
von 

und sind a, a, relativ prim zu d, 
* wahrend für irgend eine Zahl l 

a, = aP + 2 W + с (mod. d) 

ist, so kann man immer eine Zafd x 
finden, welche die Congruene 

a,x'-\^2\X'{'C, = aa* + 2ba + c (mod. d) 

befriedigt. 

Beweis. Wenn а und a, relativ prim zu d sind, so 
darf man eine Congruenz von der Gestalt 

o* ttj (а^ж* + 2 Ь, ж -f- Cj) = о" а, {au' -\-2Ъа + с) (mod. d) 

jedenfalls durch a'a^^ dividiren, so dass wenn die Möglich- 
keit dieser Congruenz bewiesen wäre, auch die zu be- 
weisende Congruenz 

а^ж*+2Ь,ж + с, = aa'+2ba + c (mod. d) 

bestehen würde. 

Man kann aber die erstere Congruenz auch so schrei- 
ben: 
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(aajic+öbi)'— о'(*1""^Л) = CL(ii{cca-}-by—aa^{b^'-ac) (mod.d), 

wobei sowohl 

ftj— ttjCj = dj als auch &'— oc = d 

ist, weil nach Voraussetzung beide quadratische Formen 

o, ü^+2b,UV+ c^ F«, au' + 2bwt; + cv* 

Theiler von x* — dy^ darstellen. (Vgl. Lehrsatz 69). Es 
verwandelt eich infolgedessen die letzte Congruenz in fol- 
gende : 

{aa^x + «ftj)' = aa^{aa + 6)' (mod. d). ' 

Diese Congruenz wird aber befriedigt, wenn 

(Ш^х + abi = (aa -f- b){al -f 6) (mod.d) 

gesetzt wird. 

Um sich davon zu überzeugen, braucht man nur zu 
bemerken, dass für diesen Werth von 

aa^x + a&i 
die obige Congruenz in 

(aa + ЪУ {al + Ъу = aa^ (aa 4- Ьу (mod. d) 

übergeht. Da aber nach Voraussetzung 

tti = aP + 2Ы + с (mod. d) 
war, woraus 

aa^ = a{aP + 2Ы + c) (mod. d), 
also auch 

attj = (a? -}- Ъу~-{Ь^—ас) (mod. й) 

folgt, so ergiebt sich daraus, auf Grund von 

die Congruenz 

(al + b)' = aa^ (mod. d). 

Um also die Congruenz 

a^x' + 2biX + c, = aa' + 2ba + (mod. d) 

zu befriedigen, braucht man nur x so zu bestimmen, dass 
die Congruenz ersten (3-rades 

aa^x + «ij ='(aa + b) (al + b) (mod. d) 
befriedigt werde. Dieses ist aber offenbar immer möglich, 
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weil nach Voraussetzung der Coefflcient aa^ von x relativ 
prim zum Modul d war. 

Somit ist der Lehrsatz bewiesen; und aus diesem, in 
Verbindung mit Lehrsatz 63, ergiebt sich folgender 

Zusatz, Wenn a^ nach Modul d irgend einem Werlhe 
von oi* -f- 2ii + с congruent ist, so sind die 
durch die quadratischen Formen 

au' + 2buv + cv', a,U''\-2b,Ur+c,r 

dфnirten Zahlen ein und denselben Zahlen 
nach Modul d congruent; es bestehen daher 
dieselben linearen Formen md-^r für die eine 
quadratische Form, wie für die andere. 

Was nun die Formen 4fwd-|- r betrifft, so haben wir 
oben bereits eine Methode kennen gelernt, wie man die- 
selben aus den Formen md -{• r herleiten kann. Unmittel- 
bar aus jener Methode ist zu ersehen, dass die Formen 
4wd-f-r für die beiden quadratischen Formen 

aw« -f 2 bwv + cv\ a^ 17' + 2b, ÜF-H c^ V 

verschieden, oder gleich sein werden, je nach der Gestalt 
der Zahlen 

а , с , а + 26 + с , 

wenn d ungerade ist und je nach der Grestalt der Zahlen 
a, c, a + 2b + c, 4a + 4b + c, а + 4b + 4c , 
a,, c„ a,+ 2b,+ Ci, 4a,+ 46,-}- c,, a,+ 4b,+ 4c,, 

wenn d gerade ist. 



ffiermit schliessen wir die Theorie der Theiler einer 
quadratischen Form 

x' ± dy\ 

Am Schlüsse dieses Buches sind Tabellen der linea- 
ren Theiler solcher Formen für alle d zusammengestellt, 
welche durch kein Quadrat theilbar sind, von d = 1, bis 
d = 101. Diese Tabellen gewähren eine sehr wichtige 
Anwendung, wie wir dieses im nächsten Kapitel ersehen 
werden. 



Kapitel УШ. 

Anwendung der Theorie der Congruenzen auf die 
Zerlegung von Zahlen in PrimzahHactoren. 



§ 48. Zerlegung der Zahlen in Primzahlfactoren durch die 

Bestimmung der Gestalt der Theiler. 

Zxnn ScHusse der Theorie der Congruenzen wollen 
wir zeigen, wie man mit Hülfe derselben die Zerlegung 
der Zahlen in Primzahlfactoren bedeutend vereinfachen 
kann. 

Um eine Zahl Ä in ihre Primzahlfactoren zu zerle- 
gen, muss man, bekanntlich, zunächst die kleinste Prim- 
zahl aufsuchen, durch welche Ä theilbar ist; heisst diese 
Primzahl etwa a, so theilt man erst Ä durch а und sucht 

Л 

dann die kleinste Primzahl, durch welche — theilbar ist: 

а ' 

heisst eine solche Primzahl ß, so sucht man dann die 

Ä 
kleinste Primzahl, welche —^ theilt und setzt diesen Pro- 

ap 

cess so lange fort, bis man zu einem Quotienten gelangt, 
welcher durch keine Primzahl, die kleiner, als seine Qua- 
dratwurzel ist, ohne ßest getheilt werden kann. Dieser 
Quotient ist dann selbst eine Primzahl und das Product 
dieses Quotienten mit aß.,., [unter welchen Factoren 
auch mehrere einander gleich sein können] stellt dann die 
gesuchte Zerlegung der Zahl Ä in Primzahlfactoren dar. 
Somit führt der Process der Zerlegung einer Zahl in Prim- 
zahlfactoren auf die Untersuchung, ob diese gegebene 

Tcbcbyscheff, Zahlentheorie. IS 
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Zahl Theiler überhaupt hat, oder nicht, und, falls sie 
solche hat, welcher von den Theilern der kleinste ist. 
Diese Untersuchung macht aber, wenn die Zahl bedeutend 
gross ist ungeheure Schwierigkeiten. Um den kleinsten 
Theiler einer Zahl N mit den Hülfsmitteln der Arithmetik 
aufzusuchen, bleibt nichts anderes übrig, als unter allen 
Primzahlen, welche kleiner als ^N sind, solche Theiler 
dadurch zu suchen, dass man einfach versucht die Division 
wirklich auszuführen. Wenn aber N gross genug ist, so 
werden viele solcher Primzahlen vorhanden sein und man 
wird nicht selten gezwungen sein eine bedeutende Anzahl 
derselben auszuprobieren, bis man auf eine Primzahl kom- 
men wird, welche Theiler von N ist. Noch viel grösseren 
Schwierigkeiten begegnen wir, falls N eine Primzahl ist; 
in diesem Falle muss man die Theilbarkeit von N in Be- 
zug auf alle Primzahlen, welche kleiner als ^N sind, un- 
tersuchen. So würden wir, wenn wir auf die Principien 
der Arithmetik allein angewiesen wären, bei der Unter- 
suchung der Bestandtheile irgend einer Zahl, welche 
1000000 übertrifft, nicht selten gezwungen sein mehr als 
160 Divisionen auszuführen, weil wir die Anzahl der 
Primzahlen, welche kleiner als ^1000000 = 1000 sind, 
168 finden. 

Auf Grrund der Theorie der Congruenzen werden diese 
Untersuchungen bedeutend erleichtert, indem sie uns in 
den Stand setzt aus der Grestalt einer gegebenen Zahl 
direct über die nothwendige Grestalt aller möglichen Thei- 
ler derselben Schlüsse zu ziehen, so dass wir dann nur 
noch alle Zahlen von bestimmter Form zu untersuchen 
haben. • 

§ 49. Bestimmung der Theiler einer Zahl von der Form 

a"» ± 1. 

Wir beginnen mit einem besonders bemerkenswerthen 
speciellen Fall und indem wir mit Hülfe der im Kapitel V 
bewiesenen Lehrsätze hier folgende Lehrsätze beweisen, 
wollen wir zeigen, wie man die Formen aller Theiler ei- 
ner Zahl bestimmen kann, wenn diese Zahl die Form 
a"* ± 1 hat. 
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65. Lehrsatz. Ist p eine ungerade Zahl und ein 

Theiler von a*» — 1, so kann p durch 
die Form 

(DZ -\- 1 

dargestellt werden, wobei ю ein Thei- 
ler von m (u. zw. der grösste ge- 
meinsame Theiler von m und p — 1, 
also = 1, wenn m und p — 1 re- 
lativ prim), während г relativ prim zu 

— ist; und p muss zugleich auch 

Theiler von a® — 1 sein. 

Beweis. Ist ш der grösste gemeinsame Theiler von 

p — 1 und m, so sind , — ganze Zahlen und relativ 

prim zu einander. Bezeichnet man die erstere dieser 
beiden Zahlen mit z, so erhält man 

p-1 

= ^j 

woraus sich 

P =:z G)Z -j- 1 

ergiebt. 

Es bleibt uns nur noch übrig zu zeigen , dass p ein 
Theiler von a*" — 1 sein muss. Wir bemerken zu dem 
Ende, dass die Theilbarkeit von a^ — 1 durch p durch die 
Congruenz 

a"» — 1 = (mod. p) 

ausgedrückt wird. Haben p — 1 und m den grossten ge- 
meinsamen Theiler ю, so folgt, nach Lehrsatz 35, aus der 
letzten Congruenz auch die Congruenz 

a*"— 1 = (mod.i>), 

d. h. die Theilbarkeit von a^ — 1 durch p, was zu bewei- 
sen war. Auch folgenden Lehrsatz kann man mit Hülfe 
des vorhergehenden leicht beweisen. 

66. Lehrsatz, Ist 2n + 1 eine Primzahl, so müssen 

die ungeraden Primzahlen^ welche 
Theiler von 

18* 
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sind, entweder die Form 

2(2n + l)is + 1 

haben^ oder Theiler von 

a—1 
sein; ausserdem müssen dieselben auch 
Theiler der quadratischen Form 

x^ — ay^ 
sein. 

Beweis. Wenn jp eine ungerade ЕаЫ ist, so kann 
man dieselbe durch 

darstellen. Ist dann N durch 2w + 1 theilbar, so hat p 
die Form 

p = 2(2w + !);?+ 1. 

Ist dagegen JV^ durch die Primzahl 2^ + 1 nicht theil- 
bar, so ist 2jV^ relativ prim zu 2n + 1- Ist aber 

p'=^2N+l 
ein Theiler von 

während 2N relativ prim zu 2w + 1 ist, so muss p, nach 
vorhergehendem Lehrsatze, Theiler von 

sein. Folglich muss p entweder die Form 

p = 2(2w 4-1)^ + 1 

haben, oder Theiler von a— -1 sein. 

Wir wollen nun noch beweisen, dass p ein Theiler 
der quadratischen Form 

x^—ay^ 
sein muss. 

Davon kann man sich leicht überzeugen. Es ist nach 
Voraussetzung p ein Theiler von 

folglich auch ein Theiler von 

a(a2"+i—l) == (aH-i)2_a. 



Kap. Vin, § 49. 277 

Die rechte Seite dieser Grleichung hat aber, für x = a**+* 
und у = 1, die Form 

x^ — ay^. 

Indem wir noch bemerken, dass für а = 2 überhaupt 
keine Zahl Theiler von а — 1 sein kann, während, nach 
Lehrsatz 65 alle Theiler von x^ — ay^ in diesem Falle 
entweder die Form 8w + 1, oder 8m — 1 haben müssen, 
so ergiebt sich daraus, auf Grrund des letzten Lehrsatzes, 
folgender 

Zusatz, Alle Primzahlfactoren von 2^**+^ — 1, haben, 
wenn 2w -f- 1 eine Primzahl ist у die Form 
2{2n-{-l)z -\-l und zu gleicher Zeit müssen 
sie auch entweder die Form 8 m -f- 1> oder 
die Form 8 m — 1 haben. 
Indem wir in solcher Weise die nothwendige Form 
aller Theiler von 

22n+i_i 

bestimmt haben, können wir in jedem gegebenen Falle 
diese Theiler entweder wirklich auffinden, oder den Be- 
weis führen, dass solche überhaupt nicht vorhanden sind. 
Auf diesem Wege hat Euler gefanden, dass 

2»^— 1 = 2147483647 

г 

eine Primzahl ist und diese ist überhaupt die grösste 
iPrimzahl, welche wir bis jetzt [*)] kennen. 

In ähnlicher Weise kann man auch jede andere Zahl 
von der Form a^ — 1 untersuchen. 

Wir wenden uns jetzt zu den Zahlen von der Form 
a*» -f" 1 iiiid beweisen folgenden Lehrsatz in Bezug auf 
die Theiler solcher Zahlen. 

67. Lehrsatz, Ist p eine ungerade Primzahl und 

Theiler von a*" + h ^^ ^^^ P durch 
die Form 

2(oz 4- 1 
dargestellt werden, wobei ш ein Their 



[*) Seitdem der Verfasser dieses geschrieben hat (1849) sind auch 
.weitere Beispiele gerechnet worden]. 
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ler von m (u. zw. d. gr. gem. Th. 
von m und jp-^1, also = 1, wenn 
m und p— 1 rel. prim), welcher zum 

Quotienten — eine ungerade Zahl er- 

giebtj während z rehxtiv prim zu — 

CO 

ist ; und p muss zugleich auch Theiler 
von a** + 1 ^^'^^ 
Beweis. Die Theilbarkeit von a"» + 1 durch p wird 
durch die Congruenz 

a"* + 1 = (mod. p) 

ausgedrückt, mit welcher, nach Lehrsatz 39, zugleich die 
Congruenz 

a" 4- 1 = (mod. p) 

bestehen muss, wenn а der grösste gemeinschaftliche 

Theiler von m und p — 1 ist, welcher zum Quotienten 

eine gerade Zahl ergeben muss, wenn p ungerade ist. 
Setzt man diesen Quotienten gleich 2^, so findet man 

^ SS 2Zy also: 

p = 2az -f- 1. 
Man kann sich aber leicht überzeugen, dass z relativ 

AM AM 

prim zu — und der Quotient — ungerade ist. Indem näm- 
lich CO den grössten gemeinsamen Theiler von m und p — 1 
ausmacht, müssen die Quotienten 

p — 1 m 

relativ prim zueinander sein. Da aber der erstere dieser 

Quotienten 2 z ist, so kann derselbe nur dann relativ prim 

m m 

zu — sein, wenn — durch 2 nicht theübar ist und zugleich 

m ^ Ш 

— mit z keinen Theiler gemein hat. 

Ш 

Da nun aus der obigen Congruenz a* + l = (mod.p) 
direct hervorgeht, dass p Theiler von 

a'^ + l 

sein muss, so ist der Lehrsatz in allen Theilen bewiesen. 
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Folgender Lehrsatz ergiebt sich dann als specieller 
Fall des vorhergehenden. 

68. Lehrsatz. Die ungeraden Prim^iahlfadoren einer 

Zahl 

а2И-1-|-1 

müssen^ entweder die Form 

2(2w + l)i9 + l 

НаЪещ oder Theiler von 

a + l 
sein. 

Beweis, Die ungerade Zahl p hat die Form 

2JV+1. 
Ist nun N durch 2n + 1 theilbar, so hat p die Form 

p = 2{2n-\-l)z + 1. 

Ist aber ^ durch die Primzahl 2w + 1 nicht theilbar, so 
ist 2^" relativ prim zu 2w + 1 und die Theilbarkeit von 
а2н-1 _[_ 1 durch p = 2iV^+ 1 bedingt dann, nach dem vor- 
hergehenden Lehrsatze, die Theilbarkeit von a + l durch p, 
was wir beweisen wollten. 

69. Lehrsatz. Alle ungeraden Theiler von 

22"+ 1 

müssen die Form haben: 

2^+4 z + 1. 

Beweis, Nach Lehrsatz 67 können die ungeraden 

Theiler von 2^* + 1 durch 2 . o^ + 1 dargestellt werden, 
wobei ю ein Theiler von 2** sein muss, der als Quotienten 

2~ . 

— eine ungerade Zahl liefert. Dieser Bedingung kann in 

unserem Falle nur ю == 2** befriedigen, folglich müssen 
alle' ungeraden Theiler von 2^* + 1 die Form 

2 . 2»»;? + 1 = 2H-1 . ^ + 1 

haben, was zu beweisen war. 

Auf Grund der letzten drei Lehrsätze kann man leicht 
die Theiler einer Zahl von der Gestalt a*" + 1 finden, 
oder sich überzeugen, dass diese Zahl überhaupt keine 
Theiler besitzt. 
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Beispiele. 1) Es sollen die Theiler von 65537 ge- 
funden werden. Diese Zahl hat die Giestalt 2^*4-1; folg- 
lich müssen nach Lehrsatz 69 alle Theiler von 65537 die 
Form 32 . -gf -f- 1 haben. Setzt man darin für js die Werthe 

^ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

so findet man, dass alle Zahlen, welche die vorgeschrie- 
bene Form haben und Heiner als ^65537 sind, nur die 
ersten 7 von folgenden 8 Zahlen sein können: 

33, 65, 97, 129, 161, 193, 225, 257. 

Unter diesen sind nur 97 und 193 Primzahlen. Da nun 
diese beiden keine Theiler von 65537 sind, so schliessen 
wir daraus dass 65537 eine Primzahl ist. 

2) Die Theiler von 4294967297 sollen gefunden wer- 
den. Diese Zahl hat die Form 2^ + 1 J ibre Theiler müs- 
sen daher nach demselben Lehrsatze 69, wie im vorigen 
Beisp. die Form 64;er + 1 haben. 

Ertheilt man hierbei is die Werthe 

;^ = 1, 2, 3, . . . ., 1024, 
so findet man alle Zahlen, welche die vorgeschriebene 

Form haben und kleiner als ^4294967297 sind. Darunter 
sind 

193, 257, 449, 577, 641, ... . 

Primzahlen. Indem man durch die letzteren 4294967297 
zu dividiren versucht, findet man, dass 641 wirklich ein 
Theiler ist. 

Dieses Beispiel ist insofern von besonderem Interesse, 
als es die Behauptung Fermafs : ,,jede Zahl von der Ge- 
stalt 2^*+ 1 ^ei eine Frimjsahl^^ widerlegt. 



§ 50. Bestimmung der Theiler von Zaiilen auf Grund der 

Tlieorie der Theiler von x^ ± ay^ 

Wir haben gesehen, wie die Theorie der binomischen 
Congruenzen die Untersuchung der Theiler von Zahlen, 
welche die Gestalt a»" ± 1 haben, erleichtert. Wir wollen 



Kap. Vin, § 50. 281 

numnehr zeigen, wie man für irgend eine Zahl А viele 
Formen 

finden kann, in welchen а keine grosse Zahl wird und 
diese Formen sollen entweder die Zahl А selbst oder ein 
Vielfaches derselben darstellen. Die Theiler von А wer- 
den dann jedenfalls auch Theiler dieser Formen sein und 
somit wird man die Form dieser Theiler nacb den im 
vorhergehenden Kapitel angegebenen Methoden bestimmen 
können; oder man wird die TheUer in den Tabellen für 
die Theiler von x* ± ay* am Schlüsse dieses Buches auf- 
suchen können, wenn а nicht 101 übertrifft. 

Was für eine Zahl А auch sein mag^ kann man immer 
А selbst, oder ein Vielfaches kA durch eine Form x* ± ay* 
darstellen. 

Nimmt man für x irgend eine beliebige Zahl und für 
у die grösste Zahl, deren Quadrat ein Theiler von A—x^ 
ist und bezeichnet dann den Quotienten der Division von 
A—x^ durch y^ mit a, so erhält man 

= a, oder J. = д;* + ^У^- 



у' 

In ähnlicher Weise kann man die Zahlen 2Aj ЗА, . . . , 
darstellen. Alle so erhaltenen Formen werden dazu die- 
nen können, die Form der Theiler von А zu bestimmen. 
Unter ihnen werden diejenigen am bequemsten sein, in 
denen а eine möglichst kleine Zahl ist ; weil, wie wir aus 
der Theorie der Theiler quadratischer Formen gesehen 
haben, die Formen der Theiler von x^± ay^ umso einfacher 
sind, je kleiner die Zahl а ist. Wir müssen daher unter 
allen Formen x^ ± ay^, welche А , oder kA darstellen, 
diejenigen wählen, bei denen а am kleinsten ist. Für 
manche Zahlen kann man solche Formen unmittelbar fin- 
den. So ist z. B. sofort zu ersehen, dass 

10001 = 1002 + 1 ; 3 . 3337 = 100« + 11, u. dgl. 

Allgemein aber kann man auf Grund des folgenden 
Lehrsatzes immer solche Formen bilden. 
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70. Lehrsatz. Sind in der Eeihe 

doj dij d2y .... 

die d Zahlen^ welche dadurch definirt 
sindj dass je drei aufeinanderfolgende 

dn^i , dn у dn^i 

immer die Gleichung 

\lÄ-d^,dn = d.E )11ЕБ^±±\[А _ yjA-d,d,.^n 

befriedigen, während die ersten zwei 
die Werthe 

rfo = 1; d, = Ä — {E\jÄy 

haben^ so besitzt jede der Formen 

x^ — Dg^ 

wobei D den Werth 

В = {^ly+^+y-- dad^d, 

hat^ die Eigenschaft die Zahl A, oder 
ein Vielfaches von А darzustellen. 

Beweis. Bevor wir zum eigentlichen Beweise des 
Lehrsatzes schreiten, wollen wir zunächst beweisen, dass 
die Reihen 

ao , eil , 02 , . • • • 

^A — dido, ^A — 6^2 Й1, SJA — ^8^2? .... 

aus lauter ganzen Zahlen bestehen. 
Nach der Voraussetzung waren 

do = 1, dl = A — {E\JA)\ 
woraus zunächst folgt, dass 

do, dl, \JA — dl, do 

ganze Zahlen sind. Sind diese aber ganze Zahlen, so 
können auch alle übrigen Glieder der Reihen 

do , dl , d2 , de ) .... 
^A — dido, у А — d2di, \A — d8d2, .... 



(*) E soll bier dieselbe Bedeutung» wie in § 26 baben. 
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keine gebrochenen oder irrationalen ZaMen sein. Denn 
aus der Gleichung 

welche überhaupt die d definirt, folgt: 

Aus der letzten Gleichung ersieht man, dass dn+i eine 
ganze Zahl sein muss, sobald 

dn-i , dn , \Ä — dn dn~i 

solche sind und aus der vorletzten Gleichung, dass unter 
denselben Voraussetzungen auch ^Ä — d^+i d» eine ganze 
Zahl ist. Nun wissen wir aber bereits, dass 

(?,, d,, \jA — d,d, 
ganze Zahlen sind, folglich müssen auch 

d,, ^Ä — djdj 
ganze Zahlen sein. Sind aber 

d„ d,, yjA—d^d, 
ganze Zahlen, so müssen es auch 

из , \lA — d,d^ 

sein, etc. 

Indem wir nun zum Beweise des Lehrsatzes überge- 
hen, bezeichnen wir die Ausdrücke 

\lA—d^d^, \jA—d^d^j . . . ., ^^— d«-idn-2, ^A—d^d^^i 

respective mit д;^, iCi, . . . ., д;»_2, ^:«-_i, welche, wie wir 
gesehen haben, ganze Zahlen sein werden. Quadrirt man 
die Gleichungen 

л?о = V'^ — öfi^o» ^i = y/Ä—^ii ^, = ^A—d^d^ 

Xn^2 =« \Л — dn-.idt^2f л^»-1 = yA-^dndn-i, 
so erhfflt man 
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xl — А = — di^t,; x\ — Ä = — d^d^; x^ — Ä == — d^d^j 
.... xl^2 — Л = — rf„-.idn-2, ai-i — А = — dndn^ij 
welche man auch so schreiben kann : 

• (x, + \/A) (x,-\IÄ) = - d,d„ 
{X, + \IA) {x,—\IÄ) = -d,d„ 



(a:n-2 + yJA) {xn^2—\lA) == — d„-irf«-.2, 
(л:„-1 + yjA) {Xn-\—\lA) = — dndi»-i. 

Multiplicirt man alle diese Grleichungen mit einander, so 
erhält man 

K+ v/2) {x,+ \lÄ) (a;,+ \IÄ)..., {x,^2+\IA) {Xn-i+\lA) x 

(x,—\/ä) {x—\JÄ) {x,~\/1.) .... {Xn-:r-\/Ä) (xn^i—yjA) 

= {-lYd,d\d\....d^n-2d'n^xdn. 
Indem man aber die Multiplication der Tactoren 

x^ + y^A, x^ + >^A, , x^i -f \JA 

unter einander, beziehungsweise die der Factoren 

x^ — \]A, Xi — yJÄ, , Xn^i — \jA 

unter einander ausfährt, erhält man als Product eine Zahl 
von der Form 

X« + Yn^A beziehungsweise Xn — YnSjA, 

wobei Xn und Yn ganze Zahlen sind. In Folge dieser 
Bemerkung geht die obige Grleichung in folgende über: 

Setzt man 

d^d^d^ .... dn-i = Zn 

und bemerkt, dass d^ = 1 ist, so erhält man 

(2n+ Г^Л) iXn-Yn\/A) = (-1)-. Zi . dn. 
Eine solche Gleichung erhalten wir für jede ganze Zahl n. 
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Ertheilt man nun n die Werthe 

so erhält man: 

(X„ + raVZ)(X«-r«v/Z) - (-l)-^a . da 

(Xy + Yy\lÄ) (Xy—Yy\jA) = {—lyZ'y . dy 

Multiplicirt man alle diese Gleichungen mit einander und 
berücksichtigt, dass das Product aller Tactoren 

Xa + г„^г, Xß + Tß\lÄ, Xy + Уу V^, .... 

die Form X + У^Л und das Product von 

Xa— TaSJA, Xß— Ye\/A, Xy— YySl'Ä, .... 

die Form X — YsJA annimmt , wobei X, Y ganze Zahlen 
sind, so erhält man 

{X+Y\IÄ){X-Y\Ia) = {-\Y+?+y'-ZlZ}Zl....dadßdy...., 
oder auch 

X^—AY^ = (— l)«+/»+r+•••d„tг^йy....(Z«Z^Zy....)^ 

oder auch so geschrieben: 

X^—{—lY'^M^--dadßdy....{ZaZßZy....Y = Y^A, 

Daraus ersieht man, dass die quadratische Form 
ein VieKaches von А darstellt, sobald 

В = (— l)«+i^+y+. • dadßdy...,, 

X = X und у = ZaZßZy ..,. 

bedeuten, was zu beweisen war. 

Auf Grund dieses Lehrsatzes kann man viele Formen 

x'^ ± ay* 

finden, welche ein Vielfaches von А darstellen können, 
indem man die Zahlen 

bestimmt. 
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In diesen Formen wird а als ein Product aus irgend 
welchen von den Zahlen 

bestimmt und wir werden nur unter den Combinationen 
dieser Zahlen solche zu wählen suchen , deren Product 
ein vollständiges Quadrat, mtiltiplicirt mit einer möglichst 
Meinen Zahl werde. 

Indem wir ein solches Product zur Bestimmung von 
а wählen und unter den Tactoren von а jedes vollständige 
Quadrat, auf Grrund von § 46, weglassen, erhalten wir 
Tonnen 

x^ ± ay* 

mit genügend kleinen Coefficienten, welche, nach der obigen 
Auseinandersetzung, dazu dienen werden, die Theiler von 
Ä zu bestimmen. 

Allerdings werden unter diesen Formen die Zahlen 

а j , a, , «3 , .... 

nicht enthalten sein , obwohl sie auch Theiler von Ä sein 
können. Wir werden daher vor Allem Ä durch diese 
Zahlen zu dividiren versuchen, um uns zu überzeugen, ob 
sie nicht selbst Theiler von Ä seien. 

Sollten auf diese Weise die gefundenen Fornien nicht 
ausreichen, um alle Theiler zu finden, so könnten wir auf 
Grund des vorhergehenden Lehrsatzes noch Formen auf- 
suchen, welche Vielfache 

2Ä, ЗА, 4:Ä, 

darstellen und unter denselben solche herauswählen, welche 
für die Bestimmung aller Theiler von Ä am geeignetsten 
sind. 



Beispiel, Es sollen alle Theiler von 8520191 ge- 
fanden werden. 

Ohne uns bei der Aufsuchung solcher Formen, welche 
etwa unmittelbar für die Darstellung von 8620191 oder 
einem Vielfachen derselben gefunden werden könnten, län- 
ger aufzuhalten, wollen wir solche Formen mit Hülfe des 
vorhergehenden Lehrsatzes aufsuchen. 
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Zu diesem Zwecke müssen wir vor Allem die ZaMen 

aus den Gleichungen 

d^ ^ l^ d, ^ 8520191 --(£V8520191)^ 

— v/8620191 -^dn^H-i * 
berechnen. 

Man erhält aus diesen Gleichungen folgende Werthe 



d, == 5467, 
d, = 370, 
d, = 4319, 



d, = 1313, 
d^ = 2630, 
d, = 3185, 
d, = 203, 



d, = 1169, 
d, = 4623, 
d..= 242, 



d„= 693, 
d..= 2864, 
d,.= 2966, 
d„= 371, 



d,.= 1210 



• • • 



• • • • • 



di,= 1866, 

Zerlegt man diese Zahlen in ihre Frimzahlfactoren 
was hei diesen, kleinen Zahlen keine sehr grossen Schwie- 
rigkeiten bietet (*), so findet man: 



d^= 7.11.71, 
d,= 2.6.37, 



d,= 13.101. 
d,=2.6.263, 
d = 6.7M3, 



dg = 7.167, d„= 593 , d.,=2.6.11« 



d,.=2.1427, 
di4= 6.693, 
d,5= 7.63 , 



^ ^ 



10 



d, = 4623, 

^3= 7.617/ d,= 7.29, d,,=6.7.63, 

Indem wir die Bestandtheile der Zahlen d^, d^, 
näher betrachten, finden wir, dass 

sehr einfache Zahlen liefern, wenn die in ihnen enthalte- 
nen vollständigen Quadrate vernachlässigt werden. 

Wir nehmen daher, auf Grund des letzten Lehrsatzes, 
zur Bestimmung der Theiler unserer Zahl 8620191, qua- 
dratische Formen 

♦ 

in welchen а folgende Werthe hat: 



(*) Man kann sich dabei mit Vortheil der Tafeln von Vega be- 
dienen, in welchen für alle Zahlen, welche kleiner als 102000 sind, die 
Zerlegung iu Primzahlfactoren gegeben ist. 
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а = 
а == 
а = 

а = 
а = 
а = 
а = 



»10' 



-1)" d, 
-1)" d,. 



= б . 7« . 13, 

= 2 . 11», 

= 2.5. 11», 

= 2» . 6 . 11», 

= 2» . 6« . 7« . 11» . 13, 

« 2« . 5» . 11» . 37, 



— l)*+<4-KH-i«d,d.(l„d„ = 2». 5«. 7». 11». 13». 101. 



VemacHässigt man bei diesen Werthen von а die Facto- 
ren, welche vollständige Quadrate bilden, so erhält man 
für а die Werthe: 

о = б . 13, 2, 2.5, б, 13, 37, 101. 

•Daraus ersehen wir, dass die Theiler von 8620191 zu- 
gleicher Zeit Theiler der folgenden quadratischen Formen 
sein müssen : 

ж«— 6.1З3/», ж»— 2y», ж« — 2.6y», ж» — бу«, 
ж»— 13j/*, ж»— 37yS ж''— 101 у». 

Auf Grrund dieser Thatsache werden wir die Theiler 
von 8620191 auch wirklich aufsuchen können. 

Aus unseren Tabellen der linearen Theiler ersehen 
wir, dass die quadratische Form ж* — б . 13 у* folgende 
Theiler besitzt 

2Q0e + 1, 7, 9, 29, 33, 37, 47, 49, 61, 67, 61, 63, 67, 69, 73, 
79, 81, 83, 93, 97, 101, 121, 123, 129, 131, 137, 139, 
169, 163, 167, 177, 179, 181, 187, 191, 193, 197, 199, 
203, 209, 211, 213, 223, 227, 231, 261, 263, 259. 

Von diesen können nur diejenigen zugleich Theiler von 
Ж» — 6y» sein, welche nach Division durch 20 die Reste 
1, 9, 11, 19 ergeben; weil wir für ж' — бу» die Theiler 

20,г + 1, 9, 11, 19 

finden. ' 

Lassen wir daher aus den vorhergehenden Formen 
diejenigen weg, welche nicht die Reste 1, 9, 11, 19 geben, 
so erhalten wir für die gleichzeitigen Theiler von 
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ж«— б . 13y« 
tmd 

ж* — бу* 

nnr noch die linearen Formen 

260;?+ 1, 9, 29, 49, 51, 61, 69, 79, 81,101,121,129, 
131, 139, 159, 179, 181, 191, 199, 209, 211, 231,251,259. 

Aus diesen können aber nur diejenigen zugleich auch 
Theiler der quadratischen Form x^ — 2y* sein, welche die 
Form 

8-sr + l, oder 8^ + 7 

haben, welche also bei Division durch 8 den Rest 1, oder 
7 liefern. 

Um aus den gefundenen linearen Formen der gemein- 
samen Theiler von x^ — 5 . 13y^ und x^-—by^ diejenigen 
herauszufinden, welche Zahlen von der Form 8jer -|- 1, 
oder 8^ -f- 7 ergeben, transformiren wir dieselben so, dass 
der Coefficient der Veränderlichen z ein Vielfaches von 8 
werde. Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass s entwe- 
der die Form 2w, oder 2w + 1 besitzen kann. Setzen 
wir beide Werthe ein, so erhalten wir für die gemeinsa- 
men Theiler von 

x^ — 5 . 13y^ und x^ — 6jf* 

die linearen Formen 

620w+ 1, 9, 29, 49, 51, 61, 69, 79, 81,101,121,129, 
131, 139, 159, 179, 181, 191, 199, 209, 211, 231, 251, 259, 
261, 269,289, 309, 311, 321, 329, 339, 341, 361, 381, 389, 
391, 399, 419, 439, 441, 451, 459, 469, 471, 491, 511, 519. 

Lässt man hier alle diejenigen weg, welche bei der Divi- 
sion durch 8 nicht den Rest 1, oder 7 geben, so verblei- 
ben als gemeinsame Theiler der drei quadratischen Formen 

х^—ЪЛЪу\ х^ — Ьу', ж«— 2y« 

nur noch die linearen Formen 

620«+ 1, 9, 49, 79, 81,121,129,169,191,199,209,231, 
. 289, 311, 321, 329, 361, 391, 399, 439, 441, 471, 611, 619. 
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Es bleiben uns noch, für die Bestimmung der Theiler 
von 8520191, die vier quadratischen Formen 

x^—2.oy\ ж^— 13y^ х^ — г7у\ x^ — lQly^ 
übrig. 

Von diesen haben die ersten zwei alle Theiler mit 
den obigen drei Formen 

х^ — ЪЛЪу\ х^ — Ъу\ x'—2y^ 
gemeinschaftlich. Davon überzeugen wir uns durch die 
Bemerkung, dass die Theilbarkeit von 

durch p die Congruenzen 

a^ = 6yJ [ (mod.p), 

xl = 2yJ ) 

also auch die Congruenzen 

} (mod. Ю) 

х1х1 = 2Лу1у1 г 

ergiebt, was die Theilbarkeit von 

Ж« — 13y* und x' — 2.6y^ 

durch p aussagt. 

Was aber die übrigen zwei Formen 

x^-^37y^; x' — lOly^ 

betrifft, so können wir ihre linearen Formen aufsuchen 
und dann aus den obengefundenen Formen 

620W+ 1, 9, 49, 79, 81,121,129,169,191,199,209,231, 
289,311,321,329,361,391,399,439,441,471,511,519, 

diejenigen weglassen, welche mit den zuletzt aufgesuch- 
ten nicht übereinstimmen, um auf diese Weise die Anzahl 
der Formen, unter denen die Theiler von 8520191 zu 
suchen sind, noch zu verringern. Dazu müssen wir die 
gefundenen Formen so transformiren, dass der Coefficitot 
der Veränderlichen ein Vielfaches von 4 . 37 und 4 . 101 
werde, um dann durch Division dieser Formen durch 4 . 37 
und 4 . 101 zu erfahren, welche von diesen Formen unter 
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den linearen Formen der Theiler von x^ — 37y*, ж* — lOly* 
zu finden sind. Auf diese Weise würden wir aber ausser- 
ordentlich viele lineare Formen für die Bestimmung der 
Theiler von 8520191 erhalten. Daher kürzen wir das 
Verfahren dadurch bedeutend ab, dass wir, bevor wir die 
Formen x^ — 37^^, x^ — 101 у ''^ in Betracht ziehen, vorläufig 
bei den gemeinsamen Theilern der drei Formen 

х^ — ЪЛгу^, х^ — Ъу\ ^2_2y2 

verweilen, um zuerst unter diesen Theilern diejenigen 
PrimeahUn aufzusuchen, welche bleiner als \/8620191 sind. 
Wir finden folgende Zahlen: 

2791. 



79 


621 


719 


919 


1231 


1611 


1889 


2129 


2621 


191 


669 


761 


991 


1249 


1669 


1961 


2161 


2661 


199 


699 


809 


1031 


1361 


1609 


1999 


2239 


2691 


311 


601 


881 


1039 


1439 


1769 


2081 


2311 


2609 


439 


641 


911 


1049 


1481 


1871 


2089 


2441 


2729 



Unter diesen Zahlen müssten wir den kleinsten Di- 
visor von 8520191 suchen. Da die Anzahl dieser Zahlen 
bedeutend gross ist, so Vürde diese Arbeit ziemlich lang- 
wierig sein. Daher schliessen wir zuerst diejenigen Zah- 
len aus, welche keine Theiler der quadratischen Formen 
x^ — 37y^, л;^— lOljy^ sein können. 

Zu diesem Ende bemerken wir, dass die Theiler von 
x^ — 37^^, wie sie in den Tabellen zu finden sind, nach 
Division durch 148 die Reste 

1, 3, 7, 9, 11, 21, 25, 27, 33, 41, 47, 49, 
53, 63, 65, 67, 71, 73, 75, 77, 81, 83, 85, 95, 
99, 101, 107, 115, 121, 123, 127, 137, 139, 141, 145, 147, 

ergeben. Unter den obigen Primzahlen genügen dieser 
Bedingung nur folgende 



621 


761 


1439 


2081 


599 


881 


1481 


2441 


601 


1039 


1871 


2591 


641 


1231 


1961 


2729 


719 


1249 


1999 


2791. 



19 



292 Kap. Vni, § 50. 

In analoger Weise finden wir ferner, dass unter die- 
sen Zahlen nur 

521, 601, 1231, 1249, 1999, 2441, 2729, 2791 

Theiler der quadratischen Form x^ — 101 у * sein können. 

Indem wir 8520191 durch diese Zahlen zu dividiren 
versuchen, überzeugen wir uns, dass dieselben keine Thei- 
ler sind. Daraus folgt dass 8620191 eine Primzahl ist. 



So sehen wir nun, wie man auf Grund der Theorie 
von den Theilern quadratischer Formen die Primzahlfac- 
toren irgend einer gegebenen Zahl А finden kann, sobald 
man aus den Gleichungen 

eine genügende Reihe solcher Zahlen 

»Q, »j, «j, • . . . 
berechnet hat. 
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Ueber quadratische Reste. 

Wir haben in Kap. IV gesehen, wie man den Werth 
des Symbols f—J bestimmen kann, um dadurch zu er- 
fahren, ob die Congruenz 

Qc!^ = а (mod. p) 

eine Lösung hat, oder nicht. 

Aber die Methode für die Bestimmung des Werthes 

von ( — ) kann noch bedeutend vereinfacht werden; man 

kann nämlich den Werth dieses Symbols »auch bestimmen, 
ohne die Zahl a, oder andere Zahlen in ihre Primzahl- 
factoren zu zerlegen. Eine solche Vereinfachung ist von 
besonderer Wichtigkeit, wenn о eine grosse Zahl ist; in 
diesem Falle wird die Zerlegung von а in Primzahlfacto- 
ren sehr beschwerlich und erfordert viel mehr Zeit, als 

die directe Bestimmung von f — j nach der Methode, 

welche wir nunmehr zeigen wollen. 

Nach Legendr e bezeichneten wir mit dem Symbol ( — ), 

wenn p eine ungerade Primzahl und kein Theiler von а 
ist, die Einheit mit positivem, oder negativem Vorzeichen, 
jenachdem in der Congruenz 
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а 2 = ±1 (mod.p) 

das positive, oder negative Vorzeichen zu nehmen ist, 
damit diese Congruenz befriedigt werde. Wir wollen 
nunmehr, nach Jacobi, das Product mehrerer solcher 
Symbole 

(fXB'Q 

mit dem Symbol 

(_^ — ) 

bezeichnen. 

Indem wir diese Bezeichnungsweise zulassen, erhalten 

wir in dem Symbol {-ju^J » wenn N eine ungerade Zahl 

ist, das Product der Symbole 

W^ \j)' (y)' • • • •' ^^^®^ "' ßi V^ — — 

diejenigen Primzahlen bedeuten, welche in N enthalten 
sind. In dem Falle, dass N eine Primzahl ist, wird die- 
ses «TacoW sehe Symbol f -^ j mit dem ie^endre' sehen iden- 
tisch und dasselbe entscheidet dann über die Möglichkeit 
oder Unmöglichkeit der Congruenz 

a;^ = а (mod. N). 
Wir wollen nunmehr zeigen, dass doLS e/aco&t'sche 

Symbol ( -T^ ) ebenfalls alle diejenigen Gleichungen befriedigt^ 

welche uns eur Bestimmung des Le^endfre'schen Symbols 

(•—) dienten, wenn p eine Primsiahl ist. 

I. J^^ ist zunächst: 

fa',a" \ _ fa'\ fa\ 

\ N ) ~ \nJ \n) "" 

Denn man hat, wenn a, ß, y^ . . . . Primzahlen sind, 
die Gleichungen 
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(^^) - ©(9 

(r^) - фф 

deren gliedweise MultipKcation die Grleichung 

{4^){^){^) ■ ■ ■ - 

ergiebt, welche nach unserer Bezeichnungsweise so ge- 
schrieben werden kann : 

\aßy...J \a ßy , . ,y \aßy . , , J 
Ist nun aber, wie wir voraussetzen, 

N = а ß у , . . , j 
so erhalten wir 

\ N J~\nJ\nJ ' ' '' 

was wir beweisen wollten, 

n. Aus I folgt unmittelbar: 

(^^^ ■ 

und somit 

Aus diesem Grunde kann man bei der Bestimmung 
des Werthes von f « ) alle in а enthaltenen quadratischen 

Factoren vernachlässigen. 

Ш. Ist 

а = a' (mod. N) , 



so ist 
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Denn aus N = а ß у , . . und а = a' (mod. N) folgt : 
a = a' (mod. a), also (—) = ( — ) 

a = a'(mod.^), , ( J) = (|') 
a = a'(mod.y), , (^) = Q) 

und somit durch Multiplication : 

©(|)(?)--=(:-)фф 

also, nach unserer Bezeichnung 

(——) = ( "' ) 

\aßy..y \aßy..J' 
d. h. wenn N = aß у ... gesetzt wird : 

(I) - (£)■ 

Auf &rund dieser Eigenschaft kann man bei der Be- 
stimmung des Werthes von f ^) die Zahl а ersetzen durch 

den Rest, welcher bei der Division von а durch N ver- 
bleibt, oder durch den absolut kleinsten Best von а in Be- 
eng auf Modul N. 

IV. Es ist ferner, analog wie bei ( ~ ) » wenn p eine 
Primzahl ist, auch allgemein: 



2 



Denn, ist -W = aßy,..,, wobei a, /J, y, .... Prim- 
zahlen sind, so wird 

und 
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= (_1) 2 2 2 

Es ist aber 

N—1 _ aßy --1 

2 ~ 2 '-- 

die linke Seite kann man offenbar auch so schreiben: 

2 

und wenn man in diesem ausgerechneten Ausdrucke alle 
Glieder, welche den Factor 2 haben, vernachlässigt, so 
reducirt sich derselbe offenbar auf 

^zii + td + yz:!. ■ • 

2 ^ 2 ^ 2 ^ 

[Vgl. Seite 218]. 

Daraus folgt somit: 

was wir beweisen woHten. 

V. Mit Berikksichtigung von 

folgt am TV immittelbar: 

Mit Hülfe dieser gefundenen Eigenschaften sind wir 

nun im Stande eine Gleichung zwischen f ^) und ( — ) 

zu finden, die analog ist derjenigen, welche zwischen 

f — ) und ( — ) besteht im Falle, wenn a, p Primzahlen 

sind und dann das Redprocüätsgesete zweier Primzahlen 
genannt wird. 
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Es seien 

N = а ß у . . . .j а ^ss^ cc' ß' y' . . . ., 

wobei a, ß\ y\ .... ebenso wie a, jS, y, .... ungerade 
Primzahlen sind. Nach dem ßeciproeitätsgesetz der Prim- 
zahlen erhält man: 

(7) - Ш M) ' ■ ^ 

y-l g— 1 



woraus durch Multiplication sich die Gleichung ergiebt: 
oder 



«'— 1 /a~l , /j— 1 ,y-i 



(^.) - C-^) <-') 



ßy 

Es ist aber aßy .... = -N" und 



V 2 "*■ 2 "•■ 2 "*"'*7 



2 ^ 2 ^ 2 ^ • • ' 

tmterscheidet sich von — 5 — , wie wir wiederholt bemerkt 

haben, um eine gerade Zahl, so dass die gefundene Glei- 
chung in 

«'— 1 JV^-l 
2 



Ф - © (-1) 
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übergeht. In derselben Weise findet man: 

Ф - (f) (-» 



2 2 

,- ) (—1) 
Y 

• •••••••••• 



und dorcb Multiplication : 

\n) \n) \n) • • • • = 

Durch analoge Bemerkungen, wie die obigen und Be- 
rücksichtigung des Werthes 

а p у . , . = а 
•erhält man die Gleichung 



'^ © - о (-Ц ■' ■ 



welche das allgemeine JRecipro(Mätsgesete irgend eweier unge- 
rader Zahlen aussagt. 

Es bleibt uns noch übrig eine Gleichung herzuleiten, 

welche den Wer^ von f ^J ergiebt, wenn а = 2 ist. 

Diese Gleichung kann man auf Grund der ebengefundenen 
Formeln direct, ohne Bezugnahme auf den Werth von 

( — ), wenn p eine Primzahl ist, herleiten. 

Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass aus 

N-l a-_l 
2 



a) - (?) M) ' 



wenn 
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а = 2« — 1, J^=2» + l 
gesetzt wird, sich ergiebt: 

\2n + lJ~\2n — lJ^ ^ 

woraus folgt: 

/ 2tt — 1 \ _ / 2» 4- 1 \ 
\2n-\-lJ~\2n^l)'- ■ 

Es ist aber, nach Ш: 

/ 2w— 1 \ _ / 2w— 1— 2n— 1 \ _ / — 2 \ _ f 2 \, ^^n 
V2n-bl/ V 2« + l У ~ V2n+ly \2«+1Л ^^ 

und 

/ 2я+1 \ _ / 2»H-l-2» + l \ _ / 2 4 
\2n— 1У ~ V 2» — 1 j ~ 42»— ij' 

so dass aus der vorhergehenden Gleichung sich ergiebt: 

Ш) ■ G^) = (-)• 

Setzt man hierin für n successive die Werthe : 

«-23 ^-^ 

und multiplicirt alle so erhaltenen Ergebnisse unter ein- 
ander, so erhält man: 

/9\ /9\ 2 + 3-1-.... + —— 

(I) = (I) <-» 

Da aber 

ist, so erhält man : 

^ 1+2 + 3 + .. .. + ^^l--!i 

woraus sich sofort ergiebt: 

/2\ , ,, 8 



1 



Vn. {±) = (-1) 
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Auf G-rund der eben hergeleiteten Gricichungen kön- 
nen wir uns des allgemeinen Symbols ( ^) niit der zu- 
sammengesetzten Zahl N mit Vortheil bedienen, wenn es 
sich um die Bestimmung des Werthes von { — ) handelt, 

wobei p eine Primzahl bedeutet. Wir verfahren dabei 
folgendermassen : 

Ist а grösser als p, so ersetzen wir das Symbol 

(—) durch das andere Symbol { — ), wobei r den Rest 

der Division von а durch p bedeutet. (Anstatt des Restes 
der Division von а durch p, können wir auch den absolut 
kleinsten Rest von а nach Modul p nehmen). Ist r eine 
gerade Zahl, so zerlegen wir dieselbe in ein Product ei- 
ner Potenz von 2 und einer ungeraden Zahl; dadurch 

wird der Werth des Symbols f-\ durch ein Product der 

— ^ und f—\ ausgedrückt. Die 

Symbole (~ j liefern, wenn ihrer eine gerade Anzahl 

vorhanden ist, ein Product, das den Werth 1 hat; tritt 
dagegen eine ungerade Anzahl derselben auf, so findet 
man ihren Werth aus der Gleichung 

Wir wenden uns nunmehr zur Bestimmung des Sym- 
bols 



8 



(9. 



wobei r' <:p und r' ungerade ist. 

Nach der oben hergeleiteten Gleichung 

ergiebt sich: 
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Indem wir nun mit {~) ebenso verfahren, wie vor- 
hin mit ( ~" ) j bewirken wir, dass die in dem Symbole 

auftretenden Zahlen immer Heiner und kleiner werden 
und kommen so endlich auf Symbole, deren Werthe sich 
unmittelbar durch die G-leichungen 

bestimmen. 

Dabei werden wir in {-j^j die quadratischen Facto- 

ren, welche in о und in N enthalten sind, jedesmal weg- 
lassen können, wenn sich solche ohne besondere Mühe zu 
erkennen geben. 

Beispiel. Man sucht den Werth des Symbols 

884267967 \ 



(■ 



2147483647/- 

Hier ist die obere Zahl kleiner als die untere und 
beide sind ungerade. Auf Grund der Gleichung 

erhtdten wir daher : 

/ 884 257 967 4 / 2147 483 647 \ 

\2147 483 647/ ~ Ч 884 257 967/' 

Da die Division von 2147483647 durch 884267967 
den Eest 378967713 ergiebt, so erhalten wir: 

/2147 483 647 \ _ / 378967713 \ 
V 884257967/ ~ V 884257 967/* 

Auf Grund derselben Grleichung VI finden wir von 

Neuem 

/^8%7713^\ _ / 884257967 \ 

\ 884257967 / ~ V 378967713 /' 
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Da nun die Division von 884257967 durch 378967713 
den Rest 126322541 Kefert, so wird 

/ 88 425796 7 N _ / 12 6322541 \ 
V 378 967 713 / ~ V 378 967 713 /* 

In derselben Weise fortfahrend, «finden wir: 

/ 126 322 54 1 \ _ / 378 967 713 \ _ / 90 \ 
V 378967713 ) ~ \ 126322541 J ~ \ 126322541 /' 

( 90 Ч _ / 3 y/ 10 \ 

Ч 126 322 541 У V 126 322541 / V 126822641 У 

= ( 10 _) 

\ 126 322541/' 

( 12 ) = ( 2 ^ ( Ё ) 

V 126822541 / V 126322541 / V 126322541 /' 

Der Werth von ( loftqoofLii J ^^* ^s>^^ der Formel 

ii) = (-1) ' 

gleich — 1; folglich wird 

( Ё ) == _ ( ^ ^ » 

V 126 322 541 У V 126 322 541 / 

Somit wird der Werth des gesuchten Symbols 

884 257 967 



(■ 



2147 483 647 



= 1. 



Würden wir den Werth dieses Symbols nach der im 
IVten Kapitel mitgetheilten Methode von Legender zu be- 
stimmen gesucht haben, so müssten wir, bevor wir zu die- 
ser Bestimmung schreiten, die Zahl 884257967 in Prim- 
zahlfactoren zerlegen, was mit grossen Schwierigkeiten 
verbunden wäre. 
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Mit eben solchem Vortheile kann man die von uns 
angenommene Bezeichnungsweise für das Product der 
Symbole 

УргУ \p2/ \p8/ 

und die auf Grund dieser Bezeichnung festgestellten Be- 
deutung des Symbols 



wenn N eine zusammengesetzte Zahl ist, in der Theorie 
der Theiler der quadratischen Form 

x^ ± ay^ 
anwenden. 

Hat z.B. die quadratische Form x^—eay*, wobei 
6 = ± 1 bedeutet, den Theiler N, wenn N ein Product 
der Primzahlen a, /J, y, . . . ist, so bestehen die Glei- 
chungen 

(?)-'. (f) = 1. (f) - 1 

aus welchen folgt: 

(-:) (f ) (?) ■ ■ • • - !• 

was in unserer Bezeichnungsweise heisst: 

© = !• 
Daraus folgt nach I: 

(Й (i) - 1- 

Multiplicirt man diese Gleichung mit f^j und berück- 
sichtigt, dass Irj^j = 1 wird, so erhält man 

© - (Й- 

Indem wir а als ungerade Zahl voraussetzen, haben 
wir aber, nach VI: 
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woraus in Verbindung mit der letzten. Gleichung sich er- 
giebt: 

Daraas folgt: 

(— ^ = 1 füre= lando = 4» + l, 

N-l 
(I) = (-1) ^ „ г = 1 „ а = 4» + 3, 

N-l 

(f ) "= (-^^ ^ . « = -1 « а - 4л + 1, 

(^) = 1 ;e== -1 „ a = 4« + 3. 

Das sind somit die Gleichungen, denen die Theiler 
der quadratischen Form 

genügen müssen. In diesen Gleichungen sind, im speciel- 
len Falle, diejenigen enthalten, welche wir in Kapitel VII 
für die Bestimmung der Theiler von x^ ± oy' gefunden 
haben, wenn а eine Primzahl ist. 
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Ueber die Bestimmung der primitiven Wurzein. 

In Kapitel VI haben wir zwei Methoden gezeigt, wie 
man die primitiven Wurzeln von Primzahlen bestimmen 
kann. Beide Methoden führen bei grossen Zahlen zu un- 
geheuren Rechnungen. Wir wollen nunmehr einige Lehr- 
sätze beweisen, mit deren Hilfe man aus der Form ge- 
wisser Zahlen sofort ihre primitiven Wurzeln erkennen 
kann. 

I. Lehrsatz. Eine Primeahl von der Form 2*" -+■ 1 

hat die primitive Wurzel 3, 

Beweis. Ist ^ == 22" + 1, so ist p—1 nur durch 2 
theilbar, daher wird eine Zahl а (nach Lehrsatz 48) pri- 
mitive Wurzel von 2*-** -f- 1 sein, wenn die Congruenz 

Ж« = а (mod. 22- + 1) 

keine Lösung hat. Wir wollen nun beweisen, dass diese 
Congruenz für а = 3 keine Lösung besitzt. Zu diesem 
Zwecke bemerken wir, dass nach dem Heciprocitätsgesetz 

/ 3 \ _ /2«"+l\ 
\22" + 1/ ~ V 3 / 

ist. Die rechte Seite dieser G-leichung ist aber ( -5- ) > 

denn, erhebt man beide Seiten der Congruenz 4=1 (mod. 3) 
zur nten Potenz, so erhält man: 

4» = 1 (mod. 3), 
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woraus erhellt, dass 

(-1) = 22« + 1 (mod. 3). 

Da aber (-q-) = —1 ist, so wird auch f p^^ , -jjg=— 1 

und folglich kann die Congruenz 

ä;« = 3 (mod. 2«- + 1) 

keine Lösung besitzen und somit ist 3 primitive Wurzel 
von der Primzahl 2-^ + !• 

Nach diesem Lehrsatze ist also 3 primitive Wurzel 
der Zahlen 

6; 17; 267; 66637. 

П. Lehrsatz, a) Eine PrimzaM von der Form 

p = 2(4w+l)+ 1 = 8n + 3 

hat^ wenn 4w + 1 ^^^ Primeahl 
ist , äie primitive Wurzel 2. 
b) Eine Primzahl von der Form 

p = 2(4w + 3) + l = 8w + 7 

hat, wenn 4w + 3 eine PrimzaU 
istf die primitive Wurzel 

2(4w + 3)-l = 8w + б =^p—2. 

Beweis. Ist p = 2(4w + 1) + 1 ^ind 4n + 1 Prim- 
zahl, grösser als 1, so besteht j)—l aus den zwei Prim- 
zahl-Factoren 2 und 4n 4- 1 ; daher wird (nach Lehrsatz 
48) а primitive Wurzel der Zahl 2 (4w + 1) + 1 sein, 
wenn keine der beiden Congruenzen 

x^ = a; a:*»+i = а (mod. 2(4» + 1) + 1) 

möglich ist. Wir wollen nun beweisen, dass diese Con- 
gruenzen für а = 2 keine Lösung zulassen. Die Un- 
möglichkeit der ersteren Congruenz, welche so lautet: 

ж« = 2 (mod. 8n + 3), 

geht aus Lehrsatz 32 unmittelbar hervor, wonach 

( 2 Ч _ _ 

ist. 

20* 
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Was nun die zweite Congruenz 

^4n+i = 2 (mod. 8w-f 3) 

betrifft, so erhebe man beide Seiten derselben zum Qua- 
drat und erhalte 

л;8п+2 = 4 (mod. 8n + 3). 

Dieser Congruenz kann offenbar keine Zahl genügen, 
die ein Vielfaches von 8» -|- 3 ist; ist aber x kein Viel- 
faches von 8w 4- 3, so ist nach dem Penna^'schen Satze : 

д^+2 = 1 (mod. 8w + 3), 
so dass die vorhergehende Congruenz auf 

4=1 (mod. 8w + 3), 
oder 

3 = (mod. 8w -f 3) 

führen würde. Diese Congruenz könnte nur für w = 
bestehen ; den Fall n = 0, d. h. 4n 4- 1 = 1 haben wir 
aber ausgeschlossen. Folglich hat keine der Congruenzen 

x^ = a] л;*^+1 = (mod. 2(4n + l) + l) 

für о = 2 und w > eine Lösung und somit ist 2 pri- 
mitive Wurzel von 2 (4n + 1) + 1 > wenn 4n 4- 1 > 1 
eine Primzahl ist. 

Pn dem bis jetzt ausgeschlossenen Falle w = wird 
unsere Primzahl 8w + 3 = 3. 

Da die Primzahl 3, wie unmittelbar zu, sehen, die 
primitive Wurzel 2 besitzt, so gilt der Satz ohne Be- 
schränkung für w, sobald nur 4n + 1 Primzahl ist]. 

Wir gehen jetzt zu dem zweiten Theile des Lehr- 
satzes über und nehmen an, es sei p = 2(4w + 3) + 1. 
Die Zahl p — 1 besitzt dann die beiden Primzahlfactoren 
2 und 4w + 3 und es wird eine Zahl о primitive Wurzel 
von 2 (4w 4" 3) 4" 1 sein , wenn keine der beiden Con- 
gruenzen 

ж« = а ; cc^+^ = о (mod. 8w 4- 7) 

besteht. Wir wollen beweisen, dass beide Congruenzen 
unmöglich sind, wenn а = 2(4w 4" 3) — 1 = 8n 4- б ist. 
Die Unmöglichkeit der ersteren Congruenz 
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а;* = 8n + б (mod. 8w + 7) 
geht aus der Gleichung 

/8n + 5\ _ / 8n + 5 — 8n— 7 \ _ / — 2 \ _ 
V8n + 7/ \ 8w + 7 ) — \Sn + 7) "^ 

(vgl. Lehrs. 32) unmittelbar hervor. 
Die zweite Congruenz 

a^-^ = 8n 4- б (mod. 8n + 7) , 
oder 

«***+« = — 2 (mod. 8n + 7) 

erhebe man zum Quadrat und berücksichtige , dass nach 
dem Fenwörf'schen Satze 

д.8м^ = 1 (mod. 8n + 7), 
so dass 

4 = 1 (mod. 8n + 7) 

sich ergeben würde, was nicht möglich ist. Folglich be- 
sitzt keine der Congruenzen 

ж« = rt; a:*^-» = а (mod. 2(4n + 3) + 1) 

eine Lösung, wenn а = 2 (4n + 3) — 1 gesetzt wird, und 
es ist somit 2(4w + 3) — 1 primitive Wurzel der Zahl 
2 (4w 4- 3) + 1, was zu beweisen war. 

Es ist also, nach diesem Lehrsatze, 2 primitive Wur- 
zel der Primzahlen 

11; 69; 83; 107; 123. 
Während 

7 die primitive Wurzel б besitzt 

23 ;, „ ;, 21 ;, 

etc. 

Ш. Lehrsate. Eine FrimeoM von der Form 

ЬсЛ^ wenn N eine PrimzoM und > 2 
ist^ die primitive Wurzel 2. 

Beweis. Ist p = 4iV+ 1 und N eine Primzahl 
> 2, so enthält p — 1 nur die zwei Primzahlfactoren 2 
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und N] daher wird eine Zahl а primitive Wurzel von 
4^ -j- 1 sein, wenn keine der beiden Congruenzen 

ж' = а ; x^ ^ а (mod. 4:N + 1) 

eine Lösung hat. Wir wollen nun beweisen, dass dieses 
zutrifft, wenn а = 2 gesetzt wird. Die erste Congruenz 

x' = 2 (mod. 4N + 1) 

kann nicht stattfinden, da N eine ungerade Zahl, also von 
der Form iV^ = 2w + 1, folglich 42V -f 1 = 8n + 5 ist 
und nach dem 32teu Lehrsatze 



V8n + 5/ "" 



8n + 5 
ist. 

Was nun die zweite Congruenz 

x^ = 2 (mod. 4Jf+l) 

betrifft, so erhebe man dieselbe auf die 4te Potenz und 
bemerke, dass aus derselben, mit Berücksichtigung der 
aus dem Fcrma/'schen Satze entspringenden Congruenz 

a^^=l (mod. 42V 4- 1) 

sich die Congruenz 16 == 1 (mod. 4JV + 1), oder 

3.5 = (mod. 4iV+ 1) 

ergeben würde. Dieses ist offenbar unmöglich, da weder 
3, noch 5 durch 4iV + 1 für N>> 2 theilbar sein kann. 

Da nun keine der beiden Congruenzen 

л;« = 2; x^=2 (mod..42V+l) 

bestehen kann, so ist 2, nach Lehrsatz 48, primitive Wur- 
zel der Primzahl 4^ -f- 1, wenn N eine Primzahl > 2 ist; 

So haben die Primzahlen 

13; 29; 63; 149; 173; 269; 293; 317; 

die primitive Wurzel 2. 

IV. Lehrsatz. Eine PrimacM von der Form 

4.2«2V+1> 
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hat, wenn N eine Primjsahl^ 

4.2"» 
ist^ die primitive Wurzel 3. 

Beweis, Ist p = 4.2*"j^+1 ^^d N Primzahl, 
so enthält /?— 1 nur die Primzahlfactoren 2 und N und 
es wird а primitive Wurzel von p sein, wenn keine der 
beiden Congruenzen 

x^ = a; x^ = а (mod. p) 

eine Lösung besitzt. Wir wollen nun zusehen, ob diese 
Congruenzen befriedigt werden können, wenn а = 3 und 
die Primzahl 



4 2™ 
ist. 

Aus den letzten Ungleichungen ergiebt sich jeden- 
falls [*)] 

1Л >3, 

so dass die Primzahl N, die nicht durch 3 theilbar sein 
kann, entweder die Gestalt 3n + 1> oder 3n--l haben 
muss. Es ist also 

iV^ = ± 1 (mod. 3). 

Erhebt man die Congruenz 2 = — 1 (mod. 3) auf die 
(m -f 2)t^ Potenz und multiplicirt 

2m+2 = ± 1 (rood. 3) 

mit der letzten Congruenz für Nj so erhält man für diese 
Primzahl die Congruenz 

2^8 JV= ±1 (mod. 3), 
so dass eine der beiden Congruenzen 

4 . 2-2V'+ 1 = (mod. 3); oder 4 . 2»'»JV -f 1 = 2 (mod. 3) 
befriedigt werden müsste. Da aber die erste Congruenz 



[*) Entwickelt man 9^" = (1 -|- 8)'* nach dem binomischen Satze, 
80 betragen bereits die ersten drei der nur positiv auftretenden Glie- 
der: 1 + 8.2*. + (2-— 1) . 32 . 2« + . . . . für m > 0, also 
2"> 1, mehr als 8(4.2«*).] 



} 
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für die Primzahl 4.2~J?'+1 unmöglich ist, so bleibt 
nur die zweite übrig. 
Aus 

4.2«JV+1 = 2 (mod. 3), 

folgt nun 

i^^^^) = (I) - -^' 

da andererseits nach dem Beciprocitätsgesetz 

/' 4:.2^N+ 1 \ _ f 3 \ 
\ 3 J ~ \^.2^N+lJ 



\4:.2''*N+l) ~ ^' 



2^N + 
ist, so ergiebt sich 

3 

Ч 

woraus erheUt, dass die Congruenz 

ж* = 3 (mod. 4 . 2»» J^ 4- 1) 
unmöglich ist. 

Es bleibt uns noch zu beweisen, dass auch die Con- 
gruenz 

x^ = 3 (mod. 4 . 2«» JV' + 1) 

unter den gemachten Voraussetzungen nicht bestehen kann. 
Wir erheben, zu diesem Zwecke, beide Seiten dieser Con- 
gruenz auf die Potenz 4 . 2*» und mit Berücksichtigung 
der aus dem -Fermo^'schen Satze sich ergebenden Con- 
gruenz 

x*'^^=l (mod.4.2«*iy+l), 

erhalten wir 

3*-*" = l (mod. 4 . 2- ^ -f 1), 
woraus folgt: 

(3«-*"+ 1) (3»-^"-l) s (mod. 4 . 2«JV+ 1). 

Diese Congruenz ist aber unmöglich, da keine der beiden 
Zahlen 

32-«*+l = 9«*+ 1; 3«-«*-l =»= 9«"-l 
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durch 4 . 2"»-N^+ 1 theilbar sein kann. Denn nach unse- 
rer Voraussetzung war 

N>^. also 4.2-iV+l>9«~+l. 
4.2"* 

Es kann somit unter den gemachten Voraussetzungen 
keine der beiden Congruenzen 

x^ = a] x^ = а (mod. 4.2"»-^+ 1) 

bestehen, wenn о = 3 angenommen wird ; folglich hat die 
Primzahl 4.2"*-?Г+ 1 die primitive Wurzel 3. 

So haben die Primzahlen 

89; 233; 569; 809; 867 

von der Form 8jV+ 1 und ebenso die Primzahl 5009 von 
der Form 16jV+ 1 die primitive Wurzel 3. 



ч 



Es folgen hier: 

Seite 

1) TnbeUe aller Primzahlen unter 10000 . . 1—5 

2) Tabellen der primitiven Wurzeln und der 
Indices aller Primzahlmoduln unter 200. 
(Erklärung s. § 36, pag. 181) .... 6—21 

3) Tabellen der linearen Theiler (pag. 272) 

a) der quadratischen Form x^ + ^У*у 

von d =-- 1, bis d = 101 ... . 22—26 

b) der quadratischen Form x^ — rfy*, 

von rf = 1, bis d = 101 . . . . 27—31 



[Ad (2) ist zu bemerken, dass diese Tabellen, die 
von Ostrogradsky herrühren (vgl. pag. 181), auch von 
Jacobi in seinen Canon arithmeticus aufgenommen worden 
sind. Auch die Druckfehler waren dieselben; sind aber 
hinterher von Jacobi alle verbessert worden. Nachzutra- 
gen ist zum Druckfehlerverzeichniss des Canon arithme- 
ticus : pag. 222, p =s= 25, arg. 14 tab. Ind. loco 8 lege 6]. 





Tabelle aller Primzahlen, 






welche 10000 nicht übertreffen. 




2 


179 


419 


661 


947 


1229 


1523 


3 


181 


421 


673 


953 


1231 


1531 


5 


191 


431 


677 


967 


1237 


1543 


7 


193 


433 


683 


971 


1249 


1549 


II 


197 


439 


691 


977 


1259 


1553 


»3 


199 


443 


701 


983 


1277 


1559 


17 


211 


449 


709 


991 


1279 


1567 


19 


123 


457 


719 


997 


1283 


1571 


»3 


227 


461 


727 


1009 


1289 


1579 


29 


229 


463 


733 


1013 


1291 


1583 


31 


233 


467 


739 


1019 


1297 


1597 


37 


239 


479 


743 


I02I 


1301 


x6oi 


41 


241 


487 


751 


103 1 


1303 


1607 


43 


251 


491 


757 


1033 


1307 


1609 


47 


257 


499 


761 


1039 


13.19 


1613 


53 


263 


503 


769 


IC49 


1321 


1619 


59 


269 


509 


773 


105 1 


1327 


1621 


6i 


271 


5*1 


787 


106 1 


1361 


1627 


67 


277 


513 


797 i 1C63 


1367 


1637 


71 


281 


541 


809 


1069 


1373 


1657 


73 


283 


547 


811 


1087 


1381 


1663 


79 


293 


557 


821 


1091 


1399 


1667 


83 


307 


563 


823 


1093 


1409 


1669 


89 


311 


569 


827 


1097 


1423 


1693 


97 


313 


571 


829 


1103 


1427 


1697 


lOI 


317 


577 


839 


1109 


1429 


- 1699 


103 


331 


587 


853 


1117 


1433 


1709 


107 


337 


593 


857 


"23 


1439 


1721 


Z09 


347 


599 


859 


1129 


'447 


1723 


113 


349 


601 


863 


1151 


1451 


1733 


127 


353 


607 ; 877 


1153 


1453 


1741 


131 


359 


613 1 881 


1163 


1459 


1747 


137 


367 


617 


883 


1171 


1471 


1753 


139 


373 


619 


887 


1181 


1481 


1759 


149 


379 


631 


907 


1187 


1483 


1777 


151 


383 


641 


911 


"93 


1487 


1783 


157 


389 


643 


919 


1201 


1489 


1787 


163 


397 


647 


929 


Z213 


1493 


1789 


167 


401 


653 937 


1217 


1499 


180Г 


173 


409 


659 1 941 

1 


1223 


151Г 


i8ir 



2 
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Primzahlen unter 10000. 






1823 


2131 


2437 


2749 


3083 


3433 


3733 


1831 


2137 


2441 


»753 


3089 


3449 


3739 


i847 


2141 


2447 


2767 


3109 


3457 


3761 


1861 


2143 


2459 


2777 


3119 


3461 


3767 


1867 


2153 


2467 


2789 


3121 


3463 


3769 


1871 


2l6x 


2473 


2791 


3137 


3467 


3779 


1873 


2179 


H77 


»797 


3163 


3469 


3793 


1877 


2203 


2503 


2801 


3167 


3491 


3797 


1879 


2207 


2521 


2803 


3169 


3499 


3803 


1889 


2213 


2531 


2819 


3181 


35" 


3821 


1901 


2221 


2539 


2833 


3187 


3517 


3823 


1907 


2237 


2543 


2837 


3191 


3527 


4833 


1913 


2239 


2549 


»З43 


3103 


35 »9 


3«47 


193 1 


2243 


2551 


2851 


3209 


3533 


3851 


1933 


2251 


2557 


2857 


3»i7 


3539 


3853 


1949 


2267 


»579 


2861 


$221 


3541 


3863 


1951 


2269 


2591 


2879 


3229 


3547 


3877 


»973 


2273 


»593 


2887 


3251 


3557 


3881 


1979 


2281 


2609 


2897 


3»53 


3559 


3889 


1987 


2287 


2617 


2903 


3»57 


3571 


3907 


1993 


2293 


2621 


2909 


3259 


3581 


3911 


1997 


2297 


2633 


2917 


3271 


3583 


3917 


1999 


2309 


2647 


2927 


3299 


3593 


3919 


2003 


2311 


2657 


»939 


3301 


3607 


39»3 


, 20z I 


2333 


2659 


»953 


3307 


3613 


3929 


2017 


»339 


2663 


»957 


3313 


3617 


3931 


2027 


2341 


2671 


2963 


3319 


3623 


3943 


2029 


»347 


2677 


2969 


33»3 


3631 


3947 


2039 


2351 


2683 


2971 


3329 


3637 


3967 


»053 


»357 


2687 


2999 


3331 


3643 


3989 


2063 


2371 


2689 


3001 


3343 


3659 


|4001 


2069 


2377 


2693 


301 1 


3347 


3671 


40Q3 


2081 


2381 


2699 


3019 


3359 


3673 


4007 


2083 


2383 


2707 


3023 


3361 


3677 


4013 


2o87 


2389 


271 1 


3037 


3371 


3691 


4019 


2089 


»393 


2713 


3041 


3373 


3697 


402t 


2099 


2399 


2719 


3049 


3389 


3701 


4027 


2111 


241 z 


2729 


3061 


3391 


3709 


4049 


*ii3 


2417 


2731 


3067 


3407 


3719 


4051 


2129 


44*3 


2741 


3079 


3413 


37»7 


4057 
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4073 

4079 
4091 

4093 
4099 

41H 

4117 
4119 

4133 
4139 

41&3 

4157 

4159 

4x77 
4201 

411 1 

4217 
4119 

4"9 
4*3 1 



4241 

4*43 

4»53 

4»59 
4261 

4271 
4273 
4283 
4189 
4297 



4327 

4337 
4339 
4349 

4357 

4363 
4373 
4391 
4397 
4409 



4421 

44*3 
4441 
4447 
4451 

4457 
4463 
4481 
4483 
4493 



4507 

4513 
4517 
45*9 
4523 

4547 

4549 
4561 

4567 

4583 



4591 

4597 
4603 
4621 

4637 

4639 

4643 
4649 

4651 

4657 



4663 

4673 
4679 

4691 

4703 

4721 

4723 
4729 

4733 
475» 



4759 

4783 
4787 
4789 
4793 

4799 
4801 

4813 

4817 
4831 



4861 

4871 

4877 
4889 
4903 

4909 
4919 
4931 
4933 
4937 



4943 

4951 

4957 
4967 

4969 

4973 

4987 

4993 

4999 
5003 



5009 

501 1 
5021 
5023 
5039 

5051 

5059 

5077 
5081 

5087 



5099 

5101 
5107 

5"3 
5119 



5449 

5471 
5477 
5479 
5483 



5801 

5807 

5813 
5821 

5827 



5 «47 


5501 


5839 


5153 


5503 


5843 


5167 


55-7 


5849 


5171 


55»9 


5851 


5179 


55*1 


5857 


5189 


5527 ! 


5861 


5*97 


5531 i 


5867 


5209 


5557 


5869 


5227 


5563 


5879 


5231 


5569 


5881 


5133 


5573 


5897 


5437 


5581 


5903 


5261 


5591 


59*3 


5*73 


5623 


5927 


5279 


5639 


5939 


5281 


5641 


5953 


5297 


5647 


5981 


5303 


5651 


5987 


5309 


5653 


6007 


5313 


5657 


бон 


5333 


5659 


6o29 


5347 


5669 


6037 


5351 


5683 


6043 


5381 


5689 


6047 


5387 


5693 


6053 


5393. 


5701 


6067 


5399 


57" 


6073 


5407 


5717 


6079 


5413 


i5737 


6089 


5417 


5741 


6091 


54^9 


5743 


610X 


5431 


5749 


6113 


5437 


5779 


6x21 


5441 


5783 


6131 


5443 


579» 


6133 



6143 

6151 
6163 
6173 
6197 

6199 
6203 
621 1 
6217 
6221 



6229 

6247 
6257 
6263 
6269 

6271 
6277 
6287 
6299 
6301 



6311 

6317 
6323 
6329 

6337 

6343 

6353 
6359 

6361 

6367 



6373 

6379 
6389 

6397 
642X 

6427 
6449 

6451 
6469 

6473 



Primzahlen unter 10000. 



П 



6481 

6491 
6521 
6529 

.6547 

6551 

6553 
6563 

6569 
6571 



6577 

6581 
6599 
6607 
6619 

6637 

6653 
6659 
6661 
6673 



6679 

6689 
6691 
6701 
6703 

6709 
6719 
6733 

6737 
6761 



6763 

6779 
6781 
6791 
6793 

6803 
6823 
6827 
6829 

6833 



6841 


7211 • 


7573 


6857 


7213 


7577 


6863 


7219 


7583 


6869 


7229 , 


7589 


6871 


7237 


7591 


6883 


7243 


7603 


6899 


7247 


7607 


6907 


7*53 1 


7621 


691 1 


7283 


7639 


6917 


7297 


7643 


6947 


7307 


7649 


6949 


7309 


7669 


6959 


7321 


7673 


6961 


7331 


7681 


6967 


7333 


7687 


6971 


7349 


7691 


6977 


7351 


7699 


6983 


7369 


7703 


6991 


7393 


7717 


6997 


74" 


7723 


7001 


7417 


7727 


7013 


7433 


774« 


7019 


7451 


7753 


7027 


7457 


7757 


7039 


7459 


7759 


7043 


7477 


7789 


7057 


7481 


7793 


7069 


7487 


7817 


7079 


7489 


7823 


7103 


7499 


7829 


7109 


7607 


7841 


7121 


75 »7 


.7853 


7127 


75^3 


7867 


7129 


7529 


7873 


7151 


7537 


7877 


7»59 


7541 


7879 


7177 


7547 


7883 


7187 


7549 


7901 


7193 


7559 


7907 


7207 


7561 


79x9 



7927 

7933 
7937 
7949 
7951 

7963 

7993 
8009 

801 1 

80x7 



8039 

8053 
8059 

8069 

8o8x 

8087 
8089 
8093 
8101 
8zxi 



8117 

8123 

8147 
8z6i 

8167 

8171 

8x79 
8x91 

8209 

8219 



8221 

823X 
8233 
8237 
8243 

8263 
8269 

8273 
8287 

8291 



8293 

3297 
83XX 
83x7 
8329 

8353 
8363 
8369 
8377 
8387 



8389 
8419 
8423 
8429 

8431 

8443 

8447 
846X 

8467 
8501 



8513 

85м 

85*7 
8537 
8539 

8543 

8563 

8573 
8581 

8597 



8599 

8б09 
8б23 
8627 
8629 

8б4Х 

8647 
8663 

8669 

8677 



8681 
8689 

8693 
8699 

8707 

8713 
87x9 

873« 
8737 
874« 



8747 

8753 
876Х 

8779 
8783 

88оз 
8807 
88x9 
882Х 

88зх 



8837 
8839 

8849 
8861 

886з 

8867 
8887 
8893 
8913 
89*9 



8933 

894« 
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22 



Lineare Theiler 

der quadratischen Form x' + ay' für alle Werthe 

von а von 1 bis 101. 


а:« + у8 


42+1. 


ж« -f ay* 


8«+ 1, 3- 


«* + 3 y* 


12 Z+ I, 7. 


аг»Н-5У' 


20в+ 1, 3, 7, 9- 


«' + 6y« 


HZ+ I, 5, 7, ". 


X* f 7У* 


28 S+ I, 9, ", «5, »3» »5- 


ar« + loy« 


4oz-f 1, 7, 9» "» 13, 19. *3» 37- 


a:«+iiy2 


44« 4- I, 3> 5. 9» 15» аЗ| »5» *7, З', 37- 


ж* + 13 у« 


52 Z+ I, 7, 9» "» i5i 17» 19, 25, 29, 31, 47, 49- 


x^ H- 14 y* 


56 2 + I, З1 5, 9, 13» 15» 19» »3» 2^5, »7, 39, 45- 


«2 + 15 y^ 


60 г + I, 17, 19, »3, 31, 47, 49, 53- 


««+17У« 


68 z -Ь I, 3, 7, 9» ", »3, »I, »3, »5, »7, З^, 33, 39» 49, 53, 63. 


0^* + 19 y* 


7б« + I, 5, 7, 9, ", 17, аз, 25, 35, 39, 43, 45, 47, 49, 55» ^h 63, 73- 


«2 + ai y* 


8424- I, 5, ", 17, 19, аз, »5, 31, 37, 41, 55, 7^- 


ж* H- 22 y* 


88 z 4- I, 9, 13, 15, 19, ai, »3, »5, »9, З1, 35, 43, 47, 49, Sh 61, 7', 
81, 83, 85. 


л;* + 23 у« 


92 z 4- I, 3, 9, 13, Ч> »7, »9, 31, 35, 39, 4h 47, 49, 55, 59, 7*, 73, 
75, 77, 81, 85, 87. 


iC* + 26 у* 


104 z + I, 3, 5, 7, 9, 15, 17, 21, 25, 27, 31, 35, 37, 43, 45, 47, 49, 51, 
63, 71, 75, 8i, 85, 93. 


ж» + 29 у* 


116 z 4- I, 3, 5, 9' ", 13, '5, 19. »5, »7, 31, 33, 39, 43, 45» 47, 49, 
53, 55, 57, 65, 75, 79, 81, 93, 95, 99, 109. 


д?» + Зоу' 


120 z+ I, n, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79, loi, 113. 


iP* + 31 у* 


12424- 1, 5, 7, 9, 19, 25, 33, 35, 39, 41, 45, 47, 49, 51, 59, 63, 67, 
69, 71, 81, 87, 95, 97, 101, 103, 107, 109, III, 113, 121. 


«* + 33 у* 


13a 24- I, 7, 17, 19, »3, 15, »9, 37, 41, 43, 47,^49, 59, 65, 7b 79, 97, 
loi, 119, 127. 


л:* 4- 34 У* 


13624- h 5, 7, 9, 19, 23, 25, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 43, 45, 49, 59, 
61, 63, 67, 71, 79, 81, 83, 89, 95, 109, 115, 121, 123, 125, 133.. 


я?2 4- 35 у» 


140 z 4- I, 3, 9, u, 13, 17, 27, 29, 33, 39, 47, 51, 71, 73, 79, 81, 83, 
87, 97, 99, 103, 109, "7, "I- 



23 



X» + 37 У^ 



«« + 38 у' 



ж« + 39 У 



ж» + 41 у' 



ж* + 4» У* 



«• + 43 У* 



а?« + 4бу^ 



«• + 47 У* 



a?* + 5iy* 



а?* + 53 у' 



«* + 55 У* 



«* + 57 У* 



а:« + 58у2 



«* + 59 У* 



148 z + I, 9. 15, 19, аь »3, 25, ЗЬ 33. 35> 39, 4», 43, 49, 51, 53, 55, 
59, б5, 73, 77, 79, 8i, 85, 87, 91, ЮЪ юЗ, "9, "Ь »ЗЬ »35, 
137, 141, 143, 145- 



152 Z+ I, 3, 7> 9, Ч, 17, ", аз, ^5, *7, *9, 37, 39, 47, 49, 5^, 53, 
55, 59, 6з, б7, б9, 73, 75, 8i, 87, 91, »07, 109, '", "7, "9, 
lai, 137, 141, 47- 



156 z 4- I, 5, ", *5, 41, 43» 47, 49/ 55, 59, 6i, 7i, 79, 83, 89, 103, 
• 119, 121, 125, 127, 133, 137, 139, 149. 



164 z+ I, 3, 5, 7, 9, II, 15, 19, 21, 25, 27, 33, 35, 37, 45»47, 49, 55, 
57, 61, 63, 67, 71, 73, 75, 77, 79, 81, 95, 99, 105, III, 113, 
121, 125, 133, 135, 141, 147, 151- 



1682 + I, 13, 17, 23, 25, 29, 31, 41, 43, 53, 55, 59, 61, 67, 71, 83, 89, 
95, 103, "I, 131, 149, 159, 163. 



172 z+ I, 9, II, 13, 15, 17, 21, 23, 25, 31, 35, 41, 47, 49, 53,57,59, 
67, 79, 81, 83, 87, 95, 97, 99, loi, 103, 107, 109, III, 117, 121, 
"7, 133, 135, 139, H3. 145. 153, 165, 167, 169. 



184 z 4 I, 5, 9, II, 19, 21, 25, 31, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 
55, 61, 67, 71, 73, 81, 83, 87, 91, 95, 99, 105, 107, 109, 119, 
121, 125, 127, 149, 151, 155, 157, 167, 169, 171, 177, i8i. 



188 z+ I, 3, 7, 9, 17, 21, 25, 27, 37, 49, 51, 53, 55, 59, 61, 63, 65, 
71, 75, 79, 81, 83, 89, 95, 97, loi, 103, III, 115, 119, 121, 131, 
143, 145, 147, 149, 153, 155, 157, 159, 165, 169, 173, 175, 177, 
183. 



»042+ I, 5, ", 13, 19, *3, 15, *9, 41, 43, 49, 55, 65, 67,71,95, 103, 
107, 113, 115, 121, 125, 127, 131, 143, 145, 151, i57, 167, 169, 
173, 197. 



2122+ I, 3, 9, 13, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 35, 37, 39, 49, 51, 55, 
57, 67, 69, 71, 75, 77, 79, 81, 83, 87, 89, 93, 97, 103, 105, III, 
113, 117, 121, 127, 139, 147, 149, 151, 153, 165, 167, 169, 171, 

179, 191, 197, aoi, *o5. *o7- 



120 z+ I, 7, 9, 13, 17, 31, 43, 49, 57, 59, 63, 69, 71, 73, 81, 83, 87, 
89, 91, 107, III, 117, 119, 123, 127, 141, 153, 159, 167, 169, 
173, 179, 181, 183, 191, 193, 197, 199, 201, 217. 



228 z + I, II, 23, 25, 29, 31, 35, 41, 47, 49, 53, 61, 65, 67, 73, 79, 83, 
85, 89, 91, 103, 113, 119, 121, 127, 131, 151, 157,169, 173,185, 

191, 211, 215, 221, 223. 



232 z + I, 9, 15, 21, 25, 31, 33, 35, 37, 39, 47, 49, 51, 55. 57, 59, 61, 
65, 67, 69, 77, 79, 81, 83, 85, 91, 95, loi, 107, 115, 119, 121, 
123, 127, 129, 133, 135, 139, 143, 157, 159, 161, 169, 179, 187, 
189, 191, 205, 209, 213, 215, 219, 221, 225, 227, 229. 



236 z+ I, 3, 5, 7, 9, 15, 17, 19, ai, 25, 27, 29, 35, 41,45,49,51,53, 
57, 63, 71, 75, 79, 81, 85, 87, 95, 105, 107, 119, 121, 123, 125, 

"7, 133, 135, 137, 139, 143, 145» 147, 153, 159, 163, 167, 169, 
171, 175, 181, 189, 193, 197, 199, 203, 205, 213, 223, 225. 
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28 



и 



а:« + 6i у' 



ж* + бау* 



ж« + 65 у» 



а^ -{- бвг/^ 



«' -f 67 у^ 



«' + 69У' 



ж* + 70 у* 



«' + 71 у' 



^ + 73 У^ 



«* + 74 у' 



*' + 77 у' 



44«+ I/ 5> 7» 9i "» 13, »3, 25, 31, 35i 41, 43, 45, 49, Sh 55, 57f 
59, 63, 65, 67, 71, 73, 77, 79, 81, 87, 91, 97, 99, 109, III, 113, 
115. 117, 121, 115, 137, 139, 141, 143, 149, 151, 155, 159, 161, 
169, 175, 191, 197, 105, ao7, 211, 217, 223, 225,227, 229, 241. 



248 8 + I, 3, 7, 9, II, 13, 21, 25, 27, 29, 33, 37, 39, 41, 43, 47, 49, 53, 
61, 63, 71, 75, 77, 81, 83, 85, 87, 91, 95, 97, 99, 103, III, 113, 
115, 117, 121, 123, 129, 139, 141, 143, 147, 159, 169, 175, 179, 
181, 183, 189, 191, 193, 197, 203, 213, "5, "9, »31, »33, *43- 

2608+ I, 3, 9, II, 19, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 43,' 49, 57, 59, 6i, 69, 
71, 73, 81, 87, 93, 97, 99, 101, 103, 107, III, 119, 121, 127, "9> 
137, 147, 151, 171, 177, 181, 183, 193, 197, 207, 209,213,219, 

139, H3, 153- 

264 8+ I, 5, 7, 13, 17, 23, 25, 35, 41, 47, 49, 53, 6i, 65, 67, 77, 79, 
Ц' 85, 91, 97, 107, 109, 115, 119, 125, 127, 131, 151,161,163, 
169, 175, 191, 205, 221, 227, 233, 235, 245. 



2688 + I, 9, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 29, 33, 35, 37, 39, 47, 49, 55, 59, 
65, 71, 73, 77, 81, 83, 89, 91, 93, 103, 107, 121, 123, 127, 129, 
131, 135, 143, H9, ^5h 153, 155, 157, 159» 163, 167,169,171, 
173, 181, 183, 189, 193, 199, 205, 207, *", *i5, »17, »»3, **5» 
227, 237, 241, 255, 257, 261, 263, 265. 



276 8 + I, 5, 7, 13, 17, 19, 25, 35, 43, 47, 49, 53, 59, 65, 67, 71, 73, 

79, 85, 89, 91, 95, 103, "3, "9, I", "5, 131, 133, 137, 149, 
167, 169, 175, 179, 193, 199, 215, 221, 235, 239, 245, 247, 265. 



280 8 + 1,9, 17, 19, 33, 37, 39, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 69, 71, 73, 79, 

81, 87, 93, 97, loi, 103, 107, I", "3, 131, 139, 143,151, 153, 
163, 167, 169, 171, 181, 191, 197, 223, 229, 233, 249, 251, 253, 

257, 267, 269, 277. 



284 s + I, 3, 5, 9, 15, 19, 25, 27, 29, 37, 43, 45, 49, 57, 73, 75, 77, 79» 
81, 83, 87, 89, 91, 95, 101, 103, 107, 109, III, 119, 121, 125, 
129, 131, 135, 143, 145, 147, 151, 157, 161, 167, 169, 171, 179, 
185, 187, 191, 199, 215, 217, 219, 221, 223, 225, 229,231,233, 
»37, НЗ, »45, »49, »51, »53, »6i, »63, »67, »7', »73, »77- 



292 a + I, 7, 9, II, 15, 25, 31, 37, 39, 41, 43, 47, 49, 51, 57, 59, 61, 
63, 65, 69, 77, 81, 83, 85, 87, 89, 95, 97, 99, 103, 105, 107, 
109, 115, 121, 131, 135, 137, 139, 145, 149, 151, 159, 163, 165, 
167, 169, 173, 175, 179, 181, 191, 199, 201, 213, 217, 221, 225, 

»37, »39, »47, »57, »59, »63, »65, »69, »7i, »73, »75, »79, »«7, 
289. 



296 8 + I, 3, 5, 9, II, 13, 15, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 39, 41, 45, 49, 
55, 61, 65, 67, 69, 73, 75, 79, 81, 83, 87, 89, 93, 99, 103, 107, 109, 
115, 117, 119, 121, 123, 125, 133, »35, 137, 49, 143, 145, 147, 
155, 165, 167, 169, 183, 191, 195, 199, 201, 205, 207, 211, 219, 
225, 233, 237, 239, 243, 245, 249, 253, 261, 275, 277, 279, 289. 



3088+ I, 3, 9, 13, 17, 25, 27, 31, 37, 39, 41, 43, 47, 51, 53, 59, 61, 

73, 75, 79, 81, 93, 95, loi, 103, 107, iii, 113, 115, 117, "9, 
123, 127, 129, 137, 141, 143, 145, 151, 153, 169, 173, 177, 183, 
199, 211, 219, 221, 223, 225, 239, 241, 243, »5Д, »63, 279, 285, 
289, 293, 297, 303. 



26 



л» + 78 у' 



х^ + 79 У^ 



х^ + 82 у» 



«« + 83У« 



ж* + 85 у" 



х^ + 86 у5 



«' + 87 у' 



ж» + 89 у« 



«' + 91 У* 



311 Z + I, 19, »5» »9i 35, 37, 4», 47, 49, 53, 55, ^7, 7», 77, 79, 85, 89, 
101, 103, 107, 109, 115, "9, "I, "7, 131, 137, 155, 161, 163, 
167, 173, 179» 187, 199, 44, »17, а»9, «39, »51, »53, »^9, 281, 
»89, »95, 30I, 305, 307-' 



3i6a + I, 5, 9, ", 13, 19, »I, »3, »5, 31, 45, 49, 5», 55, 65, 67, 73, 
81, 83, 87, 89, 95, 97, 99, 101, 105, I", "5, "7, "9, "Ь "3, 
125, "9, ЧЬ HI, 143, 151, 155, 159,163, 167, 169, 171, i73, 
I77> 179, 181, 183, 189, 203, 207, 209, 213, 223, 225, 231, 239, 
241, 245, 247, 253, »55, »57, »59, »63, »69, »73, »75, »77, »97, 
281, 283, 287, 289, 301, 309, 3>3- 



328 z+ I, 7, 9, 13, 15, 25, 29, 33, 4З1 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 63, 
69, 71, 73, 79, 81, 83, 85, 91, 93, 95, loi, 105, 107, 109, III, 

"3, "5, "7, i»i, 131, 135, 139, 149, 151, 155, 157, »63, 167, 
169, 175, 181, 183, 185, 187, 191, 195, 199, 201, ЮЗ, 209, 225, 
229, 231, 239, 241, 251, 253, 261, 263, 267, 283, 289, 291, 293, 

»97, 301, 305, 307, 309, 3", 317, 3»3, 3»5- 



33» » + I, 3, 7, 9, II, 17, »I, »3, »5, »7, »9, З1, 33, 37, 41, 49, 5«, 
59, 61, 63, 65, 69, 75, 77, 81, 87, 93, 95, 99, 109, III, 113, 

119, 121, 123, 127, 131, 147, 151» 153, 161, 167, 169, 173, 175, 

177, 183, 187, 189, 191, 193, 195, 197, 199, 203, 207, 215,217, 

225, 227, 229, 231, 235, 241, 243, 247, 253, 259, 161,265,275, 

»77, »79, »85, »87, »89, »93, »97, 313» 317, 3^9, 3»7- 



3402+ I, 9, II, 21, 31, 37, 39, 43, 47, 49, 57, 67, 69, 71, 73,79,81, 
83, 87, 89, 91, 97, 99, loi, 103, 113, 121, 123, 127, 131, 133, 
139, 149, 159, 161, 169, 173, 177, 183, 189, 193, 197, 199, »03, 
211, 223, 229, 231, 233, 147, 163, 177, 179, 181, 187, 199, 307, 

3", 313, 317^ 3»i, 3»7, 333, 337- 



3442 -h I, 3, 5, 9, 15, 17, 19, »3, »5, »7, »9, 3b 37, 4', 45, 47, 49, 
51, 57, 61, 69, 75, 77, 79, 81, 85, 89, 91, 93, 95, 97, 103, III, 
115, III, 113, 125, 127, 131, 135, 141, 143, 145, 147, 49, 153, 
155, 157, 163, 167, 169, 171, 179, 183, 185, 193, 205, 207, 211, 
225, 227, 231, 235, 237, 239, 243, 245, 255, 261, 271, 273, 277, 

279, »81, 285, 289 , 291, 305, 309, 3 "> ЪПу 33», 333, 337' 

348»+ I, 7, II, 13, 17, 25, 41, 47, 49, 67, 77,89,91,95,101,103,109, 

ИЗ, 115, "9, "I, 131, 137, 139, 143, 15Ъ i55i 169, i75> 181, 
185, 187, 191, 199, 115, 111, 113, 141, 151, 163, 265, 269, 275, 
277, 283, 287, 289, 293, 295, 305, 311, 313, 317, 325, 329, 343. 



3632+ I, 3, 5, 7, 9, 15» 17, 19, »I, »3, »5, »7, 31, 35,43,45,49, 5«, 
53, 57, 59» 63, 69, 73, 75, 81, 83, 85,93,95, 97, 103, 105, 109, 
115, 119, 121, 125, 127, 129, 133, 135, 143, 147, 151, 153,155, 
157, 159, 161, 163, 169, 171, 173, 175, 177, 189, 191, 207, 211, 
215, 217, 219, 225, 133, 139, 143, 145, 249, 255, 157, 265, 269, 

»77, »79, »85, »89, »9Ъ »95, З^Ь 309, 3^5, 3^7, 3^9, 3»3, 3»7, 
343, 354- 



364«+ I, 5, 7, 9, 19, 23, 25, 29, 31, 33, 41, 43, 45, 47, 51, 53, 59, 
73, 79, 81, 83, 89, 95, 97, 107, III, 113, III, «5, 117, 145» 
155, 165, 167, 171, 179, 183, 187, 189, 191, 101, 105,107,111,. 
213, 215, 113, 115, 117, 119, 133, 135, 141, 155, 161,163,165, 
171, 177, 179, 189, 193, 195, 303, 307, 309, 317, 347, 349, 353, 361. 



26 



я^ + 93 У^ 



х« + 94У 



а?» + 95 У^ 



х^ -f 97 У* 



ж" + IOI У 



37»« + I, 17» »5, »9» 35» 43. 47. 49» 53» 55» 59» ^5, 7»» 77» 79» ^9, 9i, 
95» 97» 107» 109 "5» "I» "7» 131. 43. 47. 49. ИЗ» »51» 
157» i6i, 169, 185, 191» 193. 197» 199» »05» »09. »»3/ "7. »47. 
»53» »59» »69. »71» »87» »89» »99. 305» 3"» 331» 335. 349. 353» 
359. 361» 365» 367^^ 

376 z -h I. 5» 7» 9» II. 13» 17» 19. »5. »9, 35. 43» 45» 49. 55» 63, 65, 
67, 69, 71» 77» 79i «I» 85» 89, 91, 93, 95, 97, 99, 103, 107, 109» 
III, 117, 119, lai, 123, 115, 133, 139, 143» 145» 153» 159» 163, 
169, 171, 175, 177, 179, 181, 183, 187, 191, 103, 109, 211, 215, 
219, 221, »25, 227, 229, 239, 241, 245, 247» »49. »61» »63, »71» 
275, 289, 293, 301, 303, 315, 317, 319, 323, 325, 335, 337, 339, 

343» 34 5» 349» 353> 355» 361. 373- 

380 г + I, 3. 9» "» Ч» »7, 33^ 37» 39. 49. 53. 6i, 67, 81, 97, 99, loi, 
103, 107, III, 113, 117, "9, i»i. "7. 131» 139» 143» H7> 149. 
159, 161, 167, 169, 173, 183, 191, 193, 199, 201, 203, 217, 223, 
227, 229, 239, 243, 251, 257, 271, 287, 289, 291, 293, 297, 301, 

303, 307, 309. 3". 317. 3»i. 3»9. 333. 337. 339. 349. 35». 357. 
359. 363. 373' 

388*+ I, 7, 9, 15, 19, »3, »5, 33, 39» 49> Sh 53, 55, 59, 61, 63, 65, 
67, 71, 73, 81, 83, 85, 87, 89, 93, loi, 105, 107, 109, III, 113, 
121, 123, 127, 129, 131, 133, 135, 139, 141, 143» 145, i55> 161, 
169, 171, 175, 179, 185, 187, 193, 197, 199, 205, 207, 211, 215, 
221, 223, 225, 229, 231, 235, 237, 239, 241, 251, 263, 269, 271, 
273, 285, 289, 293, 297, 309, 311, 313, 319, 331, 341, 343, 345, 

347, 351, 353, 357 , 359, 361, 3^7, 37^, 375, 377. 383, 385» 

404 г + I, 3, 5, 7, 9, II, 13, 15 »7» »i, »5, »7, 33, 35, 37, 39, 45, 49, 
51, 55, 59, 63, 65, 67, 75, 77, 81, 83, 85, 91, 97, 99, 103, 105, 
III, 117, 119, 121, 125, 127, 135, 137, 139, 143, 147, 151, 153, 157, 
163, 165, 167, 169, 175, 177, 181, 185, 187, 189, 191, 193, 195, 

197, 199, »Ol, »»I, »»5, »31, »33, »43, »45» »49, »55, »59, »63, 
271, 273, 275, 287, 289, 291, 295, 297, 305, 311, 313, 315, 321, I 

3»9, ЗЗЪ 335, 343, 347, 35i, 357, Z^h 363, 373, 375, 381, 385- 



1 



27 



Lineare Theiler 

der quadratischen Form x^ — af für alle Werthe 

von а von 1 bis 101. 



X* — г y^ 



a;«— Зу2 



«' — 5 y^ 



x^ 



by' 



a;2 — 7 у2 



X* — lo y* 



X^ — II y* 



л?^ — 13 у* 



а;« — 14 у« 



«2 _ i^ у% 



х^ — 17 у* 



Д.8 1^ уЯ 



а;* — II у* 



«2 — гг у® 



д;2 2^ yZ 



х^ — а6 у* 



д;2 2^ у2 



дЛ — 30 у' 



Ж* — 31 у' 



« — 33 У 



х^ — 34 У* 



35 У* 



8 Z + I, 7. 



12 2 + '? !'• 



20 2+ I, % ", 19- 



14 2+ I, 5. 19> аз- 



28 2+ I, 3, 9» '9, *5> а?. 



40 2 + I, 3> 9, 13> *7, ЗЪ 37> 39- 



44 2+ I, 5> 7, 9, 19. Чу 35, 37, 39, 43- 



52 2+ I, 3, 9, 17, »3, »5, »7, 29, 35, 43, 49, S'« 



562^ I, 5, 9, ", 13, *5, 31, 43, 45, 47, 5», 55- 



6о2+ I, 7, ", 17, 43, 49, 53, 59- 



68 2+ I, 9, Ч, 15, 19, *1, »5, 33, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, ^7- 



7б2+ I, 3, 5, 9, 15, 17, 25, 27, ЗЬ 45, 49, 5», 59, 6i, 67, 7i,'73, 75- 



842 + i, 5, 17, *5, 37, 41, 43, 47, 59, ^7, 79, ^з- 



88 2 + I, 3, 7, 9, 13,' 21, 25, 27, 29, 39, 49, 59, ^i, 63, 67, 75, 79, 
81, 85, 87. 



922+ I, 7, 9, ", 13, 15, 19, 25, 29, 41, 43, 49, 51, 63, 67, 73, 77, 
79, 81, 83, 85, 91- 



1042 + I, 5, 9, ", 17, 19, 21, 23, 25, 37, 45, 49, 55, 59, ^7, 79, ^Ь 
83, 85, 87, 93, 95, 99, ^ОЗ- 



11б2 + I, 5, 7, 9, 13, 23, 25, 33, 35» 45, 49, 5^, 53, 57, 59, ^з, 65, 
б7, 7», 8i, 83, 91, 93, 103, 107, 109, "I, "5. 



1202 + I, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 49, 71, 83, 9», 1Ö1, Лз, I07, 113,"9- 



124 2+ I, 3, 5, 9, ", 15, 23, 25, 27, ЗЗ, 41, 43, 45, 49, 55, ^9, 75, 
79, 8i, 83, 91, 97, 99, ю», io9, "3, "5, "9, "1, 123. 



1322+ 1, 17, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 49, 65, 67, 83, 91, 95, 97; 101, 
103, 107, 115, 131. 



1362+ I, 3, 5, 9, 11, 15, 25, 27, 29, 33, 37, 45, 47, 49, 55, -^j 75, 
81, 87, 89, 91, 99, 103, 107, 109, 111, 121, 125, 127, 13I; 133, 
135- 



140«+ I, 9, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 33, 43, 59, 67, 73, 81, 97; io7, 
109, III, 117, 121, 123, 127, 131, 139- 



28 



я^ — гту* 



х" 


-З8у» 


х^ 


— 39 У* 


«« 


— 41 у" 


ж» 


— 4* у' 


аг« 


— 43 У* 


х^ 


-4бу" 



ж' — 47 У* 



х^ — 5» у' 



ж» — 53 У* 



ж' — 55 У* 



ж«— 57 у' 



яг« - 5» у' 



л:*— 59 У* 



148«+ Ь г> 1> Ъ ", ", »5> »7^ 33> 4Ь 47^ 49^ 53> 63, 65, 67, yi, 
73. 75» 77> 8i, 83, 85, 95, 99, ЮЬ io7, "5, "Ь "3, 1*7, 
47, 139, HI, 145, 147. 



152« + I, 9, ", 13, 15, 17, аз, *5, *9, ЗЬ 35, 37, 43, 49, 53, ^9, 7«, 
73, 79, 8i, 83, 99, »03, 109, 115, 117, "I, "3, "7, »»9, »35, 
«37, 139, 141, 143, 151. 



156«+ I, 5, 7, 19, Чу »5, 3», 35, 41, 49, ^h ^7, 89, 95, «07> '«S, 
1*1, 115, 131, 133, 137, 149, 151, 155. 



»^4« + I, 5, 9, »I, »3, »5, 31, 33, 37, 39, 43, 45, 49, 5^, 57, 59, ^«, 
73, 77, 8i, 83, 87, 91, 103, 105, 107, "3, "5, "9, "«, i*5, 
127, 131, 133, 139, Н', 143, 155, 49, 1^3. 



i68«+ I, II, 13, 17, 19, 25, 29, 4Ь 47, 53, б1, 79, 89, 107, "5,1", 
"7, 139, 43, Н9, 151, »55, 47, 167. 



172«+ I, 3, 7, 9, 4, 17, 4, ", 4, »7, 39, 4i, 49, 5', 53, 55, 57, 
63, 71, 75, 81, 91, 97, 101, 109, 14, "7, "9, "I, "3, 41, 
43, Н5, Н7, 41, 43, 45, 49, »^з, 165, 169, 17ь 



184« + I, 3, 5, 7, 9, 4, »«, 4, »7, 35, 37, 4», 45, 49,53, 59,^1, 63. 
73, 75, 79, 8i, 103, »05, io9, '", "', "3, "5, 4Ь 45, i39, 
143, 147, 149, 47, 49, '63, 169, 175, 177, 179, 181, 183. 



188 «+ I, 9, II, 4, 17, 19, ", 4, 4, 31, 35, 37, 39, 43, 49,53, ^Ъ 
б5, б7, 8i, 87, 89, 91, 97, 99, »oi, 107, 121, 123, 127, 135, 
49, 145, 149, 41, 43, 47, 163, 165, 167, 169, 171, 173, 177, 
179, 187. 



ао4« + I, 5, 7, 4, 4, «9, ЗЬ 35, 4«, 47, 49, 59, ^5, 79, 8з, 9», "3, 
121, 1*5, 139, »45, 45, 47, »^з, 169, i73, »75» '79, 4Ь '97, 
199, аоЗ- 



212 « + X, 7, 9, "f 13, 4, 17, 4, »9, 37, 43, 47, 49, 57, 59, 63, 69, 
77, 81, 89, 91, 93, 95, 97, 99, юЗ, »07, "3i "5, "7, "9, 
121, 123, 131, 45, 143, 149, 43, 155, 163, 165, 169, 175, 183, 
187, 195, 197, 199, «>i, аоЗ, »05, а". 



220« + I, 3, 9, 4, 17, 19, »3, »7, 39, 47, 49, 5«, 57, ^7, 69, 73, 79, 
8i, 89, 103, 117, 131, 139, 141, 147, 151, 153, »63, 169, 171, 

173, 181, 193, 197, 40», »03, 207, 2", 217, 219. 



228 2 4- I, 7, 45, 49, 41, 43, 49, 53, 55, 59, 61, 65, 71, 73, 85, 89, Х07, 
«3, 14, "I, 49, 143, 45, 47, 163, 167, 169, 173, «75, »79, 
185, 187, 199, »03, 221, 227. 



23»« + I, 3, 7, 9, ", 19, »I, »3, 4, »7» 33, 37, 43, 49, 57, 61, 63, 
65, 69, 71, 75, 77, 81, 85, 99, 101, 103, III, 121, 129, 131, 133, 
147, 41, 45, 157, 161, 163, 167, 169, 171, 175, 183, 189, 195, 
199, »05, 207, 209, 211, 213, 221, 223, 225, 229, 231. 



236«+ I, 5, 9, ", 17, »I, 4, 4, »9, 31, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 53, 
55, 57, 67, 81, 83, 85, 91, 99, 103, 105, III, 14, "I, »4, 
41, 43, 137, 145, 41, 43, 45, 169, 179, 181, 183, 187, 189, 
191, 193» »95» 197» *05, 207, 211, 213, 215, »19» *4» **7> 4i» 
235. 



29 



6iy« 



ж* — 6i у' 



X 



1 _ 



бЗУ'' 



ж«- 66 у« 



ж' 



— 67У* 



е« — 



69 у' 



.S 



70 у' 



.S 



71 у' 



?« — 



73 У« 



я? —74 У 



244«+ I» 3i 5» 9. »З» >5» »9» »5» ^7» 39» 4Ь 45» 47» 49» 57» 65, 73- 
75» 77» 8i, 83, 95» 97» ^©3» 107» 109» ii3> "7» "9» "»» "3» 
125, 127, 131» 135» 137» 141» 147» 149» 161, 163, 167, 169,171» 
179» 187» 195» 197» 199» аоз» ао5» »17» »19» "5» "9» »З^» »35» 
239» »41» »43- 



248 2 + I, 9» Ч» 15» 19» »Ь »3f »5» »9» 33» 35» 37» 4Ь 49» 5»» 53» 55» 
59» 6i, 67, 77» 79» 81, 85, 97» "3» "3» ii7» "9» i»>» '»7» 
i»9» '3«> 135» «45» 15»» 163, 167, 169, 171, 181, 187, 189, 193, 
195» 197» 199» »07» »"» »13» »15^ »19» »»3» »»5» »»7» »»9» »33» 
»35» »39» »47- 



160 г + I, 7, 9, 29, 33, 37, 47, 49, 51, 57, 6i, 63, 67, 69, 73, 79» 8x, 

83» 93» 97» »Ol, 121, 1*3, 129, 131, 137, 139, 159, 163, 167, 

177» 179» 181, 187, 191, 193, 197, 199, 203, 209, 211, 213, 
223, 227, 231, 251, 253, 259. 



264 s + I, 5, 13, 17» 19» »5» 31» 41, 43» 49» 53» 59» 61, 65, 85, 95, 97, 
103, 109, 125, 139, 155, 161, 167, 169, 179, 199, 203, Ю5, 211, 
215, 221, 223, 233, 239, 245, 247, 251, 259, 263. 

2682+ I, 3, 7, 9, XI, 17, 21, 25, 27, 29, 31, 33, 37, 43, 49, 51, 63, 
65» 73» 75» 77» 79» 81, 87, 89, 93, 95, 99, iii, 115, 119, 121, 
129, 139, 147, 149, 153, 157, 169, 173, 175, 179, 181, 187, 189, 

i9b 193» «95» »03» »05» »17» »19» »»5» »3»» »35» »37» »39i »4i» 
243, 247, 251, 257, 259, 261, 265, 267. 

276*4 I, 5, II, 13, 17, 25, 31, 49, 53, 55, 65, 73, 83, 85, 89, 107, 
113, 121, 125, 127, 133, 137, 139, 143, 149, 151, 155, 163, 169, 
187, 191, 193,203, 211, 221, 223, 227, 245, 251, 259,263,265, 
271, 275. 

280 г -f I, 3, 9, II, 17, 23, 27, 31, 33, 37, 51, 53, 61, 69, 73, 81, 83, 

93» 97. 99» «Ol» i"» i»i» «»7» »53» i59> 169, 179, 181, 183, 187, 

197» 199» »07» »"> »19» »»7. »»9» »43» »47» »49» »53» »57» »^3» 
269, 271, 277, 279. 

2842+ I, 5, 7, 9, II, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 39» 45» 47» 49» 51» 55» 57» 
59» 63, 67, 73, 77, 81, 89, 99, loi, 109, 115, 121, 123, 125, 
127, 129, 139, 145, 155, 157, 159, 161, ^63, 169, 175, 183, 185, 
195, 203, 207, 211, 217, 221, 225, 227, 229, »33, 235, 237, 239, 
245, 247, 249, 253, 255, 259, 261, 273, 275, 277, 279, 283. 



2922 + 1, 3, 9, 19, 23, 25, 27, 35, 37, 41, 49, 55, 57, 61, 65, 67, 69, 
71» 75» 77. 79» 81, 85, 89, 91, 97, 105, 109, iii, 119, 121, 123, 
i»7i 137» 43» H5» 147» 149» 155» 165, 169, 171, 173, 181, 183, 
187, 195, 201, 203, 207, 211, 213, 215, 217, 221, 223,225,227, 
231, 235, 237, 243, 251, 255, 257, 265, 267, 269, 773» »83» 889, 
291. 



296 2 + I, 5, 7, 9, 13, 19, 25, 29, 33, 35, 41, 43» 45» 47» 49) 51» 59» 
61, 63, 65, 69, 71, 73, 81, 91, 93, 95, 109, 117, 121, 125, 127, 
131» »33» 137» H5» 151. 159» 163, 165, 169, 171, 175, 179, 187, 
201, 203, 205, 215, 223, 225, 227, 231, 233, 235, 237,245,247, 
249, 251, 253, 255, 261, 263, 267, 271, 277, 283, 287, 289,291, 
295. 



эо 



дЛ _ 77У* i Зо8- + *» 9» Ч» »5» *7t 19. Ч. *5. 37. 4*. 53э 6i, 67, 71. 73» 8'» 8З1 



«* — 7*У* 



«* — 79У' 



«7, 93* »о*» "3. "7. ^»9» «З*. '35- «37, 139» 14*. i45» »ЗЗ» 
155» *6з, 1б7, 1б9. 171. 173. "77. '79. >9'« 195. *07. "5* **'» 
225, 227, »35. »37. »4Ь »47. »55. »^. »7>» »*3t ^5* »*9. »9». 
»93> »95» »99. 307» 

312 + I, 7» "f »3» »5. »9. 3». 37. 41. 43. 49» 53. 59. 77» *3» *5» ^ 
95» IOI, I09, 121, 137. 139. i5'» «6i, 173, 175. 19«» »03» »11» 
»17, 223, 227, 229, 235. »53. »59. »63» a^i 471. »75. »«i, »«3. 
287, 289, 301, 305, 311. 



3162+ I, 3,5, 7, 9, 13, 15, 21, 25, 27, 35, 39, 43, 45, 47, 49» 59» 63. 
65. 71. 73. 75» 8'» *9, 9'» 97» loi, 103, 105, 107, 117, lai, 
125, 127, 129, 135, 139, 141, 147, 169, 175, 177, x8i, 187, 189, 
191, 195, 199, 2C9, 211, 213, 215, 219, 225, 227, 235, 241, 243, 
245, 251, 253, 257, 267, 269, 271, 273, 277, 281, 289, 291, 295, 

301, 303» 307. 309. 3"» 313» 315- 



z^ — 82У« 



x^ - 83 f 



328«+ I, 3, 9, II, 13, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 39, 49, 53, 57, 
67» 69, 73, 75» 81, 85, 87. 93, 99, loi, 103, IC5, 109, 113, 117, 
119, 121, 127, 143, 147, 149, 157, 159, 169, 171, 179, 181, 185, 

201, 207, 209, 211, 215, 219. 223, 225, 227, 229, 235, 241, 243, 

»47» »53. »55. »59» »61, »71» »75» »79» »«9. »93» »95» »97» »99» 
301» 303. 305. 309» 315. 317» 319. 3»5» 3»7- 



я?« — 85 у* 



X* — 86 у« 



33» 2 + I» 9» »5» 17. 19» »I. »5. »9» 33» 35» 37» 39» 4»» 43» 47» 49» 55» 
6i, 65, 67, 69, 71, 77, 79, 81, 91, 93, 103, 107, 109, 113, 115, 

121, 135, 139, 143, 153, 155, 159, 161, 163, 169, 171, 173, 177, 

179, 189, 193, 197, 211, 217, 219, 223, 225, 229, 239,241,251, 

»53» »55» »61, »63, 265, 267, 271, 277, 283, 285, 289, 291, 293, 

»95. »97. »99. 303. 307; 3". 313. 3151 317. 3*3» 331- 



340 2 -f I, 3, 7, 9, 19, 21, 23, 27, 37, 49, 57, 59, 63, 69, 73, 81, 89, 
97, loi, 107, III, 113, 121, 133, 143, 147, 149, 151, 161, 163, 
167, 169, 171, 173, 177, 179, 189, 191, 193, 197, 207, 219, 227, 
229, 233, 239, 243, 251, 259, 267, 271, 277, 281, 283, 291,303, 

313» 317. 319. 3»i» 331» 333. 337. 339- 



x^ — 87 y* 



344 z + I, 5, 7, 9, II, 17, 25, 29, 35, 37, 39, 41. 45, 49, 55, 57, 59, 

61, 63, 67, 69, 71, 77, 81, 83, 85, 93, 97, 99, 107, 119, X2I, 

125, 139, 141, 145, 149, 151, 153, 157, 159, 169, 175, 185,187, 
191, 193, 195, 199, 203, 205, 219, 223, 225, 237, 245, 247, 251, 
259, 261, 263, 267, 273, 275, 277, 281, 283, 285, 287,289,295, 

»99. 303. 305. 307. 309. 315. 319. 3»7. 333. 335. 337. 339» 343- 



3482 + I, 13, 17, 19, 23, 31, 35, 41, 43, 49, 55, 59, 71. 77. 79. 83. 89. 
91, loi, 107, 109, 113, 121, 127, 137, 163, 167, 169, 179, i8i, 
185, 211, 221,227, 235, 239, 241, 247, 257, 259, 265, 269,271, 
277,289, 293, 299, 305, 307, 313, 317, 325, 329, 331, 335, 347. 



x^ — 89 y' 



356«+ I, 5» 9t ", 17. »I. »5. 39» 45. 47. 49. 53.55.57.67,69,71,73, 
79, 8ii 85, 87, 91, 93, 97, 99, 105, 107, 109, III, 121, 123, 125, 
129, 131, 133, 139, 153, 157, 161, 167, 169, 173, 177, 179, 183, 
187, 189, 195, 199, 203, 217, 223, 225, 227, 231, 233, 235, 245, 
247, 249, 251, 257, 259, 263, 265, 269, 271, 275, 277, 283,285, 
287, 289, 299, 301, 303, 307, 309, 311, 317, 331, 335, 339, 345, 
347, 351, 355. 



31 



д;2 ^i у2 



.Я 



93 у' 



я^' — 94У' 



я^ — 95 У^ 



«* — 97 у' 



X 



.S 



loiy* 






3642+ I, 3» 5» 9» II» 15» 17» »5. »7» »9' 41» 45» 53» 63, 67, 71, 75» 
81, 87, 99» 103» 113» 1^5» I"» 1*3» 1*5» 131» 135» 139» 143» 
145» 15'» 159» 163, 165, 175» 189, 199» »01» »05» ai3»ai9»"b 
225, 229» »33» »39» »41» »43» »45» »49» »5'» »61, 165, 277» »83» 
289, 291, 293, 3"» 319» 3»3» 331» 335» 337» 339» 347, 349» 353» 
355» 359. Зб1. З^З- 



372 Z+ I, 7» "»17» 19» »3» »5» »9» 49» 53» ^5, 67, 77» 83, 89,97»i03» 
109, 119, i»i, 133» 47» 157» 161, 163, 167, 169, 175» 179» 185, 
187, 193» 197» »03» »05» »09, »II» »15» »35» »39» »51» »53» »631 
269, 275» 283, 289, 295, 305» 307» 319» 3»3» 343» 347» 349» 353» 
355» 3^1, 3^5» 371- 



37б8-Ь I» 3» 5» 9» 13» 15» 17» »3» »5» »7» »9» 3i» 39» 45» 49» 5i. 59» 
65» 69, 75» 77» 81, 83, 85, 87, 89, 9З7 97» 109» "5» ii7» i»i. 

i»5» i»7» 131» 133» 135» 145» 147» 151» 153» 155» 167» 169, 177» 
181, 195, 199, 207, 209, 221, 223, 225, 229, 231,241,243, 245, 

249, 251, 255, 259, 261, 267, 279, 283, 287, 289, 291, 293, 295, 

»99» 301» 307» 311» 317» 3»5, 3»7, 331» 337» 345» 347» 349» 35i» 
353» 359» 361» 363» 367» 371» 373» 375- 



380 e-f I, 7, 9, 13, 23, 29, 31, 33, 37, 43, 47, 49, 51, 53, 59, 61, 63, 
71, 79, 81, 83, 87, 91, 97, loi, 113,117,121,123,149,151,163, 
169, 173, 179, 187, 193, 201, 207, 211, 217, 229, 231,257,259, 
263, 267, 279, 283, 289, 293, 297, 299, 301, 309, 317, 319, 321, 

3»7. 3»9» 331» 333» 337, 343, 347» 349* 35i, 357» 367, 37i, 373, 
379- 



388 2 + I, 3, 9, II, 25, 27, 31, 33, 35, 43, 47, 49, 53, 61, 65, 73, 75, 
79, 81, 85, 89, 91, 93, 95, 99, loi, 103, 105,109,113,115,119, 
121, 129, 133, 141, 145, 147, 151, 159, 161, 163, 167,169,183, 
185, 191, 193, 195, 197. 203, 205, 219, 221, 225, 227, 229, 237, 
241, 243, 247, 255, 259, 267, 269, 273, 275, 279, 283, 285, 287, 
289, 293, 295, 297, 299, 303, 307, 309, 313, 315, 3»3,3»7,335, 
339» 341» 345» 353» 355, 357» 361, 363, 377» 379» 385» 387- 



404«+ I» 5» 9» 13» 17» 19» »I» »3» »5» 31» 33» 37» 43» 45» 47, 49, 65, 
75, 77, 81, 83, 85, 91, 97, 99, 105, 107, 115, 117, 121, 123, 
125, 131, 137, 153, 155, 157, 159, 165, 169, 171, 177,179,181, 
183, 185, 189, 193, 197, 201, 203, 207, 211, 215, 219, 221, 223, 
225, 227, 233, 235, 239, 245, 247, 249, 251, 267, 273, 279, 281, 
283, 287, 289, 297, 299, 305, 307, 313, 319, 321, 323, 327, 329, 

339, 355» 357» 359» 361, 367, 37i, 373, 379, 381, 383, 385» 387» 
391» 395, 399» 403- 






•4 ^ •< a> »-<>- 



Tobebyscheff, Zahlentheorie. 
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Bemerkung 

zur Terminologie. 

WiewoH der Herausgeber in diesem Buche siqh ge- 
fliessentlich der üblichen Terminologie bediente, wünscht 
er doch nicht es in die Oeffentlichkeit treten zu lassen, 
ohne folgenden Vorschlag auszusprechen: 

Sollte es sich nicht empfehlen, Zahlen, ;, welche einen 
gemeinsamen Theiler besitzen^, kurz gemeintheilig und 
in Uebereinstimmung hiermit die ;,relativen Primzah- 
len^, oder gar ;,relativ-primen Zahlen^ nichtgemein- 
theilig zu nennen? 

Auch ist es лdelleicht zweckmässig Gemeintheiler 
anstatt ;,gemeinsamer Theiler^ einzufuhren. 

Entsprechend könnte man Ausdrücke beim Vielfa- 
chen bilden. 
Internationale Wortformen wären condivisibel u. s. w. 



Göttingen, Druck der Üniv.-Buchdruckerei von E. A. Huth. 
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